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1 基本概念

注：

⁕ 本章研究的函数类A通常为区间[a,b]上的连续函数，记C[a,b]。

⁕ 函数类B通常是代数多项式或三角多项式。

• 函数逼近

目标：在给定精度下求计算次数最少的近似公式，这就是函数

逼近与计算要解决的问题。

• 对于函数类A中给定的函数𝑓(𝑥)，要求在另一类较简单的便于计

算的函数类B中，求函数P（x） ∈ B ⊆ A，使P（x）与f（x）之

差在某种度量意义下最小。



1 基本概念

• 函数逼近 vs 函数插值

函数逼近：给定 f (x) ，在某个简单易算的函数类中找一个

p(x) ，使得 p(x) 在某种度量下距离 f (x) 最近。

函数插值：给定数据表，寻找到一个简单易算的 p(x) ，使得

p 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖。



1 基本概念

◼ Weierstrass（魏尔施特拉斯）定理

• Weierstrass定理：



1 基本概念

• 函数的范数：

正定

齐次

三角不等式



1 基本概念

• 函数的范数：



1 基本概念

注：

⁕ 用于度量代数多项式P𝑛 𝑥 逼近𝒇 𝒙 ∈ 𝑪[𝒂, 𝒃]

• 两种常用度量标准

①一致逼近，或均匀逼近：

𝒇 𝒙 − 𝑷(𝒙) ∞ =
𝑚𝑎𝑥

𝒂 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏
𝑓 𝑥 − 𝑃(𝑥)

②平方逼近，或均方逼近：

𝒇 𝒙 − 𝑷(𝒙) 𝟐 = න
𝒂

𝒃

[𝑓 𝑥 − 𝑃(𝑥)]𝟐𝐝𝒙



1 基本概念

• 内积与内积空间：

共轭

对称性

齐次性

可加性

正定性



1 基本概念

• 内积与内积空间：



1 基本概念

• 函数——内积与内积空间：



1 基本概念

• Gram（格拉姆）矩阵：Gram矩阵是两两向量的内积组成，Gram矩阵可
以反映出该组向量中各个向量之间的某种关系。

对称
矩阵



1 基本概念

（满足正定、齐次、三角不等式）



1 基本概念

◼ 内积与内积空间：

• Cauchy-Schwarz不等式定理：
设X为内积空间，对∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋，有

(𝑢, 𝑣) 2 ≤ 𝑢, 𝑢 𝑣, 𝑣 ，即 (𝑢, 𝑣) 2 ≤ 𝑢 2 ∙ 𝑓 2 .



1 基本概念

• 权函数：

⁕ 引入权函数的概念来对区间上每一点的重要性（权重）
进行区分。



1 基本概念

• 带权的函数内积和范数：



1 基本概念

• 最佳逼近多项式：



1 基本概念

• 常用最佳逼近：

①最佳一致逼近多项式：

𝒇 𝒙 − 𝑷 ∗ (𝒙) ∞ =
𝑚𝑖𝑛

𝑃(𝑥) ∈ 𝐻𝑛(𝑥)
𝒇 𝒙 − 𝑷 (𝒙) ∞

=
𝑚𝑖𝑛

𝑃(𝑥) ∈ 𝐻𝑛(𝑥)
𝑚𝑎𝑥

𝒂 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏
𝑓 𝑥 − 𝑃(𝑥)

②最佳平方逼近多项式：

𝒇 𝒙 − 𝑷 ∗ (𝒙) 𝟐 =
𝑚𝑖𝑛

𝑃(𝑥) ∈ 𝐻𝑛(𝑥)
න
𝒂

𝒃

[𝑓 𝑥 − 𝑃(𝑥)]𝟐𝐝𝒙



1 基本概念

• 最小二乘拟合：



2 正交多项式

◼函数的正交



2 正交多项式

◼正交函数族

• 若所有𝑨𝒊 = 𝟏，则称为 标准正交函数族。



2 正交多项式

◼正交函数例子

Trigonometric_function.m



2 正交多项式

◼正交多项式

多项式序列



2 正交多项式

◼ 当权函数𝜌 𝑥 及区间[a,b]给定之后，可由线性无关的一组基
{1, 𝑥, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, … }并利用正交化方法构造出正交多项式序列
𝝋𝒏 𝒙 𝟎

∞：

𝜑0 𝑥 = 1, 𝜑𝑛 𝑥 = 𝑥𝑛 − σ𝑗=0
𝑛−1 𝑥𝑛,𝜑𝑗(𝑥),

𝜑𝑗(𝑥),𝜑𝑗(𝑥),
∙ 𝜑𝑗 𝑥 , 𝑛 = 1,2, …

• 𝝋𝒏 𝒙 是最高项系数为1的n次多项式。

• 若 𝝋𝒏 𝒙 𝟎
∞是正交多项式，则𝜑0 𝑥 , 𝜑1 𝑥 ,…, 𝜑n 𝑥 线性无关。

证：
若𝑐0𝜑0 𝑥 + 𝑐1𝜑1 𝑥 + …+ 𝑐𝑛 𝜑𝑛 𝑥 =0，
用𝜌 𝑥 𝜑𝑗 𝑥 𝑗 = 1,2,… , 𝑛 乘以上式，并积分得：

𝑐0 𝑎
𝑏
𝜌 𝑥 𝜑0 𝑥 𝜑𝑗 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑐1 𝑎

𝑏
𝜌 𝑥 𝜑1 𝑥 𝜑𝑗 𝑥 𝑑𝑥 + ⋯+

𝑐j 𝑎
𝑏
𝜌 𝑥 𝜑j 𝑥 𝜑𝑗 𝑥 𝑑𝑥 +…+ 𝑐𝑛 𝑎

𝑏
𝜌 𝑥 𝜑𝑛 𝑥 𝜑𝑗 𝑥 𝑑𝑥 =0;

利用正交性，则

𝑐j 𝑎
𝑏
𝜌 𝑥 𝜑j 𝑥 𝜑𝑗 𝑥 𝑑𝑥=0，

由于 𝜑j, 𝜑𝑗 = 𝑎
𝑏
𝜌 𝑥 𝜑j 𝑥 𝜑𝑗 𝑥 𝑑𝑥>0,则𝒄𝒋 =0对𝒋 = 𝟏, 𝟐,… ,n成立。

因此： 𝜑0 𝑥 , 𝜑1 𝑥 ,…, 𝜑n 𝑥 线性无关。



2 正交多项式

◼ 正交多项式性质



2 正交多项式

◼ 正交多项式性质



2 正交多项式

◼ 正交多项式性质

𝑥𝜑𝑛(𝑥), 𝜑𝑛(𝑥) = න
𝑎

𝑏

𝜌 𝑥 𝑥𝜑𝑛
2 𝑥 𝑑𝑥



2 正交多项式

◼ 重要的正交多项式
• 勒让德（Legendre）多项式

由于(𝑥2 − 1)𝑛是2𝑛次多项式，求n阶导数

后得，

Pn 𝑥 =
1

2𝑛𝑛!
(2𝑛)(2𝑛 − 1)… (𝑛 + 1)𝑥𝑛+ 

𝑎n−1 𝑥
𝑛−1 +⋯+ 𝑎0



2 正交多项式

证明：见李庆扬《数值
分析》第5版，2018.

,且 𝑝0 𝑥 = 1, 𝑝1 𝑥 = 𝑥

◼ 重要的正交多项式
• 勒让德（Legendre）多项式

n为偶数，则为偶函数;
N为奇数，则为奇函数.



2 正交多项式

◼ 重要的正交多项式
• 勒让德（Legendre）多项式

Approxi_Legendre.m



2 正交多项式

◼ 重要的正交多项式
• 切比雪夫（Chebyshev）多项式

• 余弦的n倍角公式



2 正交多项式

◼ 重要的正交多项式
• 切比雪夫（Chebyshev）多项式

1



2 正交多项式

◼ 重要的正交多项式
• 切比雪夫（Chebyshev）多项式

1



2 正交多项式

◼ 重要的正交多项式
• 切比雪夫（Chebyshev）多项式性质



2 正交多项式

◼ 重要的正交多项式
• 切比雪夫（Chebyshev）多项式性质

⁕ 前两项与 Legendre 多项式相同，但递推公式不同。



2 正交多项式

◼ 重要的正交多项式
• 切比雪夫（Chebyshev）多项式性质

𝑇𝑛 𝑥 的最高项系数为2𝑛−1, 𝑛 ≥ 1

Approxi_Chebyshev.m



2 正交多项式

◼ 重要的正交多项式
• 切比雪夫（Chebyshev）多项式



2 正交多项式

◼ 重要的正交多项式
• 切比雪夫（Chebyshev）多项式

性质(5)： 𝑇𝑛 𝑥 对零的偏差最小。

令෩𝑻𝟎 𝒙 = 𝟏，෩𝑻𝒏 𝒙 =
𝟏

𝟐𝒏−𝟏
𝑻𝒏 𝒙 (n=1,2,…）

则෩𝑻𝒏 𝒙 是首项系数为1的Chebyshev多项式。

• 𝑇𝑛 𝑥 的最高项系数𝑎𝑛 = 2𝑛−1, (n=1,2,…）



2 正交多项式

◼ 重要的正交多项式
• 首项系数为1的切比雪夫（Chebyshev）多项式

证明详见：徐利治，王仁宏，周
蕴时. 函数逼近的理论与方法. 
北京：科学出版社, 1979.

最佳一致逼近多
项式度量一致



2 正交多项式

◼ 重要的正交多项式
• 首项系数为1的切比雪夫（Chebyshev）多项式



2 正交多项式

◼ 重要的正交多项式
• 切比雪夫（Chebyshev）多项式

, 𝑡 ∈ [−1,1]



3  最佳平方逼近

◼怎么计算最佳平方逼近函数

◼最佳平方逼近多项式

◼正交多项式与最佳平方逼近多项式



3  最佳平方逼近



3  最佳平方逼近

◼最佳平方逼近函数计算



3  最佳平方逼近

◼最佳平方逼近函数计算

法方程



3  最佳平方逼近

◼最佳平方逼近函数计算



3  最佳平方逼近

◼最佳平方逼近函数计算

注：f 在线性子空间 Y 上的最佳逼近元就是f在Y 
上的正交投影。



3  最佳平方逼近

◼ Hn中最佳平方逼近

• 该方法只适合求低次最佳平方逼近。



3  最佳平方逼近

◼例子



3  最佳平方逼近

◼用正交基(函数族）求最佳平方逼近
设𝑓 𝑥 𝜖𝐶 𝑎, 𝑏 , 𝜑 = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝜑0, 𝜑1, … , 𝜑𝑛 .若𝜑0, 𝜑1, … , 𝜑𝑛是正交函数族，则
𝜑𝑖 , 𝜑𝑗 = 0, 𝑖 ≠ 𝑗,而 𝜑𝑗 , 𝜑𝑗 > 0. 

因此，法方程的系数矩阵G𝑛 = 𝜑0, 𝜑1, … , 𝜑𝑛 为非奇异对角阵，且解为：



3  最佳平方逼近

◼ 用正交基(函数族）求最佳平方逼近

• 广义Fourier（傅里叶）级数



3  最佳平方逼近

◼ 用正交基(函数族）求最佳平方逼近

• 广义Fourier（傅里叶）级数



3  最佳平方逼近

◼ Legendre最佳平方逼近



3  最佳平方逼近

◼ Legendre最佳平方逼近



3  最佳平方逼近

◼一般区间上的最佳平方逼近

⁕ 通常采用 Legendre展开得到最佳平方逼近多项式，与直接法得到的多项式一 致；
⁕ Legendre展开不用解线性方程组，计算较方便，避免了n较大时，法函数出现的

病态方程。



3  最佳平方逼近

◼ Chebyshev级数

• 设𝑓 𝑥 ∈ −1,1 ，按{𝑇𝑘(𝑥)}0
∞展成广义Fourier级数(取 𝜑𝑘 = 𝑇𝑘 )，

可得Chebyshev级数：

𝑪∗ 𝒙 =
𝑪𝟎
∗

𝟐
+

𝒌=𝟏

∞

𝑪𝒌
∗𝑻𝒌(𝒙)

其中系数𝐶𝑘
∗ =

(𝑇𝑘 𝑥 ,𝑓 𝑥 )

(𝑇𝑘 𝑥 ,𝑇𝑘 𝑥 )
=

2

𝜋
1−
1 𝑇𝑘 𝑥 𝑓 𝑥

1−𝑥2
d𝑥，𝑘 = 0,1,2, …

𝑇𝑘 𝑥 = cos 𝑘arccos 𝑥 , 𝑥 ≤ 1。

• 若令x = cos 𝜃, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋，则𝐂𝐡𝐞𝐛𝐲𝐬𝐡𝐞𝐯级数系数可表示为：

𝐶𝑘
∗ =

2

𝜋
න
0

𝜋

𝑓 cos 𝜃 cos 𝑘𝜃 d𝜃, 𝑘 = 0,1,2, …



• 根据 Fourier 级数理论知，若𝑓′′(𝑥)在 [−1, 1] 上分段连续，则

𝑓(𝑥)在 [−1, 1] 上的 Chebyshev 级数一致收敛于𝑓(𝑥)，有

𝒇(𝒙)= 
𝑪𝟎
∗

𝟐
+ σ𝒌=𝟏

∞ 𝑪𝒌
∗𝑻𝒌(𝒙)

3  最佳平方逼近

◼ Chebyshev级数



3  最佳平方逼近

◼ Chebyshev级数



4  曲线拟合的最小二乘法

◼曲线拟合 vs 曲线拟合的最小二乘法

◼曲线拟合的最小二乘法计算

◼正交多项式与最小二乘拟合

◼非线性最小二乘拟合



4  曲线拟合的最小二乘法

◼曲线拟合 vs 曲线拟合的最小二乘法

误差平方和
最小



4  曲线拟合的最小二乘法

◼带权最小二乘数据拟合

• 为了更具有一般性，通常考虑权函数（表示不同点处的数据比
重不同），构建最小二乘法的误差平方和：



4  曲线拟合的最小二乘法

◼曲线拟合的最小二乘法计算

(𝒏 < 𝒎)



4  曲线拟合的最小二乘法

◼曲线拟合的最小二乘法计算

𝑦𝑖



4  曲线拟合的最小二乘法

◼解的存在唯一性

⁕ 若取𝜑𝑛 = 𝑥𝑛 ，则 𝜑0, 𝜑1, …, 𝜑𝑛满足 Haar 条件。



4  曲线拟合的最小二乘法

◼ 多项式最小二乘曲线拟合



4  曲线拟合的最小二乘法

◼多项式最小二乘曲线拟合



4  曲线拟合的最小二乘法

Curve_Fitting.m



4  曲线拟合的最小二乘法



4  曲线拟合的最小二乘法



4  曲线拟合的最小二乘法

◼非线性最小二乘拟合



4  曲线拟合的最小二乘法

◼非线性最小二乘拟合

Curve_Fitting.m



4  曲线拟合的最小二乘法

◼非线性最小二乘拟合



4  曲线拟合的最小二乘法

◼非线性最小二乘拟合



4  曲线拟合的最小二乘法

◼用正交多项式做最小二乘

• 点集带权正交的函数族



4  曲线拟合的最小二乘法

◼用正交多项式做最小二乘

• 最佳平方逼近函数为

𝑆∗ 𝑥 = σ𝑘=0
𝑛 (𝑓 𝑥 ,𝜑𝑘 𝑥 )

𝜑𝑘(𝑥) 2
2 𝜑𝑘 𝑥

• 最佳平方逼近误差为

𝛿(𝑥) 2
2 = 𝑓(𝑥) 2

2 −
𝑘=0

𝑛 (𝑓 𝑥 , 𝜑𝑘 𝑥 )2

(𝜑𝑘 𝑥 , 𝜑𝑘 𝑥 )



4  曲线拟合的最小二乘法

◼用正交多项式做最小二乘
• 带权正交多项式的构造



4  曲线拟合的最小二乘法

◼用正交多项式做最小二乘
• 总结



4  曲线拟合的最小二乘法

◼用正交多项式做最小二乘

Curve_Fitting.m



4  曲线拟合的最小二乘法

◼用正交多项式做最小二乘

⁕ MATLAB 正交多项式最小二乘拟合函数: polyfit(x,y,n) 

⁕ MATLAB 曲线拟合工具箱：cftool

具体地，MATLAB 正交多项式最小二乘拟合函数: 

p = polyfit (x,y,n) 

输入参数 x:=[x0, x1, · · · , xm];

y:=[y0, y1, · · · , ym] .

返回次数为 n 的多项式 p(x) 的系数。
p 中的系数按降幂排列，p 的长度为 n + 1。



函数逼近与计算



函数逼近与计算

◆ Q & A

◆ 谢谢


