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为什么插值

⁕ 事物的运动变化规律常常用函数𝑦 = 𝑓(𝑥)来描述。

⁕ 但在实际问题中，大多数情形下𝑦 = 𝑓(𝑥)的准确表达
式是未知的，只能通过试验观测的方法得到函数的一
些值。然后用一个较简单的便于计算的函数来近似表
示未知函数。

⁕ 另一种情形，有时𝒚 = 𝒇(𝒙)的准确表达式是已知的，
但较复杂，需用一个简单函数来近似地代替𝑓(𝑥)。

‣ 用简单函数近似表示复杂函数或未知函数一组值的问
题就是插值与拟合问题。



为什么插值

数学工具：插值

数据较少
数据不全



什么是插值

⁕ [a, b] 为插值区间，𝑥𝑖为插值节点，𝑝(𝑥𝑖) = 𝑓(𝑥𝑖)为插值条件.
⁕ 插值节点无需递增排列，但必须确保互不相同！



插值图示

⁕ 求出插值函数𝒑(𝒙)后，对于任意给定的一点𝒙 ，我们就可
以用𝒑(𝒙)来近似𝒇(𝒙)的值，这就是插值的目的。

⁕ 插值是一种近似方法。
⁕ 在实际应用中，我们感兴趣的往往是某些点的值，而不一

定是插值函数



常用的插值方法

⁕ 多项式插值: 𝒑(𝒙)为多项式，多项式最常用的插值函数。

⁕ 分段多项式插值: 𝒑(𝒙)为分段多项式

⁕ 三角插值: 𝒑(𝒙)为三角函数

⁕ 有理插值: 𝒑(𝒙)为有理函数

⁕ ……

‣ 不同插值方法的区别在于插值函数 p(x) 的选取。
‣ 我们主要介绍前两种插值方法，其他插值方法的原理是类似的。
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多项式插值介绍

7.1.1 多项式插值概念

• 注意: 𝒑(𝒙)的次数有可能小于n.

n次插值多项式

• n次插值多项式几何意义：过平面上已知的n+1个互异点 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 (
)

𝑖 =
0,1,2, … , 𝑛 ,作一条次数不超过𝑛次的多项式曲线。



7.1.2 多项式插值存在唯一性

• 对于𝑛次插值多项式的问题，必须解决如下问题：

(1)满足插值条件𝑝𝑛(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖的多项式 是否存在？如果存

在，𝑝𝑛(𝑥)是否唯一？

(2) 𝑝𝑛(𝑥)近似表示𝑓(𝑥),误差如何？

(3)怎样求出插值多项式𝑝𝑛(𝑥)？



7.1.2 多项式插值存在唯一性

定理： 多项式 𝑝𝑛(𝑥)存在且唯一。

证明：



7.1.2 多项式插值存在唯一性

定理： 多项式 𝑝𝑛(𝑥)存在且唯一。

证明（续）：

（Vandermonde行列式）



7.1.2 多项式插值存在唯一性

定理： 多项式 𝑝𝑛(𝑥)存在且唯一。

⁕ 该定理的证明过程也给出了一种求𝑝𝑛(𝑥)的方法，

但需要求解一个线性方程组，后面将给出更简单

的计算方法。



7.1.3  线性插值（一次多项式）



7.1.3  抛物线插值（二次多项式）

➢ 将问题转化为：如何构造 𝒍𝟎 𝒙 , 𝒍𝟏 𝒙 , 𝒍𝟐 𝒙 ？



7.2  Lagrange插值

7.2.1 基函数插值法

• 这种通过基函数来构造插值函数的方法就是基函数插值法。

• 存在唯一性定理中以1, 𝑥, 𝑥2, … , 𝑥𝑛为插值基函数。



7.2.2  Lagrange插值

⁕ Lagrange 插值（法）

用Lagrange插值基函数来计算插值多项式的方法。

‣ 已知𝒚 = 𝒇(𝒙)的如下函数值表：

𝒙𝒌 𝒙𝟎 𝒙𝟏 … 𝒙𝒊−𝟏 𝒙𝒊 𝒙𝒊+𝟏 … 𝒙𝒏

𝒚𝒌 0 0 … 0 1 0 … 0

求满足插值条件𝒍𝒌 𝒙𝒊 = 𝒚𝒊(𝒊 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, … , 𝒏)的n次插值多项式𝒍𝒌 𝒙 .

‣ 根据函数值表知，所要求的𝒍𝒌 𝒙 需满足以下两点：
（1）𝒍𝒌 𝒙 是n次多项式；

（2）𝒍𝒌 𝒙𝒊 = ቊ
𝟏, 𝒊 = 𝒌
0, 𝒊 ≠ 𝒌

, (𝒊 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, … , 𝒏)



7.2.2  Lagrange插值

⁕ Lagrange 插值（法）

用Lagrange插值基函数来计算插值多项式的方法。

⁕ 𝒍𝟎 𝒙 , 𝒍𝟏 𝒙 , …,𝒍𝒏 𝒙 构成𝑯𝒏 𝒙 的一组基;

⁕ 𝒍𝟎 𝒙 , 𝒍𝟏 𝒙 , …,𝒍𝒏 𝒙 由插值节点唯一确定。



7.2.2  Lagrange插值



7.2.2  Lagrange插值

⁕ Lagrange 插值的优点：简单，可以直接把插值多项式写出来，
易于计算机实现。



7.2  Lagrange插值

⁕ 线性插值（一次多项式）

⁕ 抛物线插值（二次多项式）

‣ n 次插值多项式的次数有时会低于 n，比如二次插值
中，如果三点共线， 则𝐿2(𝑥)为直线.

过三点的
抛物线

过二点的
直线



7.2.3  Lagrange插值举例

• ln(𝟎.54)的精确值为：
−𝟎.616186…

• 抛物线插值的误差比线
性插值要小一些。

Demo_7_1_ Interp_Lagrange.m



7.2.3  Lagrange插值举例

思考：

是不是插值多项式次数
越高，误差越小？



7.2.4  误差估计

⁕ 插值余项：

𝑅𝑛 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝐿𝑛(𝑥)

⁕ 在[a,b]上用𝑃𝑛(𝑥)近似表示𝑓(𝑥)，在

插值节𝑥𝑖点处是没有误差的，即

𝑓 𝑥𝑖 = 𝑃𝑛 𝑥𝑖 ，𝑖 = 0,1,2, … , 𝑛

⁕ 在其他𝑥处，一般𝑓(𝑥)与𝑃𝑛(𝑥)不相

等。

⁕ 定义𝑹𝒏 𝒙 为插值多项式的余项或

截断误差。



7.2.4  误差估计

⁕ 插值余项：

𝑅𝑛 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝐿𝑛(𝑥)

注：余项中的𝜉𝑥是与𝑥有关的。
当𝑥 = 𝑥𝑖时，结论显然成立，因此只要证明𝑥 ≠ 𝑥𝑖的情形。



7.2.4  误差估计

⁕ 简要证明过程：



7.2.4  误差估计



7.2.4  误差估计

⁕ 线性插值和抛物线插值的余项：



7.2.4  误差估计



7.2.4  误差估计



7.2.4  误差估计

⁕ 对比：

⁕ 抛物线插值通常优于线性插值，但绝不是次数越高就越好！



7.2.4  误差估计

Demo_7_2_ Interp_Lagrange.m



7.2.4  误差估计



7.2.5  Lagrange插值基函数的重要性质



7.2.6  Lagrange插值优缺点

⁕ 优点：拉格朗日插值法利用插值基函数直接表示出了

插值多项式，格式整齐规范，结构紧凑，便于理解记

忆和理论分析。

⁕ 缺点：当节点增加时，希望构造更高次的插值函数时，

所有的基函数都要重新计算，不太方便。



插值与拟合

◆ Q & A

◆ 谢谢


