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第三章 解线性代数方程组的直接法

3 平方根法

4 追赶法

5 向量和矩阵的范数

6 线性方程组的性态



3.3  平方根法

⁕ 在工程技术问题中，常常需要求解系数矩阵为对

称正定阵的线性代数方程组。

⁕ 这类问题，可利用对称正定矩阵的三角分解而得

到的求解对称正定方程组的简洁高效的方法——

平方根法。



3.3  平方根法

⁕ 由线性代数知识可知，当矩阵𝑨为对称正定时，𝑨的各阶

主子式都大于零。

由定理可知，存在唯一的杜立特尔分解𝐴 = 𝐿𝑈。

利用𝐴的对称性，将𝑈再分解为对角阵𝐷和单位上三角

阵𝑈0，则：



3.3  平方根法

◆因此，

𝐴 = 𝐿𝑈 = 𝐿𝐷𝑈0

由于𝐴是对称阵，则𝐴 = 𝐴𝑇 = (𝐿𝐷𝑈0)
𝑇= 𝑈0

𝑇𝐷𝐿𝑇,

此时，𝑈0
𝑇为单位下三角矩阵，𝐷𝐿𝑇为上三角阵。

由𝐿𝑈分解的唯一性，即得𝑈0
𝑇 = 𝐿，即𝐴 = 𝐿𝐷𝐿𝑇。

⁕ 定理（对称阵的三角分解定理）设𝐴为𝑛阶对称阵，且𝐴的

所有顺序主子式均不为零，则𝐴可唯一分解为𝐴 = 𝐿𝐷𝐿𝑇，

其中，𝐿为单位下三角阵，𝐷为对角阵。



3.3  平方根法

⁕ Cholesky (乔列斯基)分解仅针对对称正定矩阵成立.
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3.3  平方根法

◆如何计算Cholesky分解：待定系数法？



3.3  平方根法

◆如何反向推导出𝒍𝒋𝒋和𝒍𝒊𝒋？

（自左向右逐列计算）对于𝑗 = 1,2,… , 𝑛，

（1）计算𝒍𝒋𝒋:

（2）计算𝒍𝒊𝒋:
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3.3  平方根法

◆如何求解𝑨𝒙 = 𝒃？

(1) 求解下三角方程：𝑳𝒚 = 𝒃,求𝒚;
𝟐 求解上三角方程：𝑳𝑻𝒙 = 𝒚，求𝒙。

具体步骤为：
（1）求解下三角方程：𝑳𝒚 = 𝒃：

（2）求解上三角方程：𝑳𝑻𝒙 = 𝒚：
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3.3  平方根法

例：

解：经验证方程组的系数矩阵为对称正定阵。
由公式依次计算𝑳的第1,2,3列元素，得

𝑙11 = 2, 𝑙21 = 1, 𝑙31 = −1;
𝑙22 = 1, 𝑙32 = −1;
𝑙33 =3.

则： 2
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先求解方程组𝑳y=b，得

𝑦1 = 5, 𝑦2 = 0, 𝑦3 =3.

再求解方程组𝑳𝑻𝒙=y，得

𝑥3 = 1, 𝑥2 = 2, 𝑥1 =2.



3.3  平方根法
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◆记不住公式如何计算𝑳的第1,2,3列元素？



3.3  平方根法

◆平方根法优势：

1.平方根法乘、除法为
𝑛

6
(𝑛2 + 9𝑛 + 2)，比顺序消去法乘

除法运算次数减少一半；

2.由于A为对称阵，计算机求解时只需存储
𝑛(𝑛+1)

2
个元素。

◆平方根法劣势：
1.平方根法需完成𝑛次开平方运算。

改进！！！



3.3.1  改进平方根法

◆改进的平方根法是针对开方运算，为避免对角阵𝐷
1

2的元素
而构造的，即𝐴 = 𝐿𝐷𝐿𝑇。
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3.3.1  改进平方根法
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3.3.1  改进平方根法
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►计算L的元素及D的元素：
对于𝑖 = 1,2,… , 𝑛,

步1：

步2：

步3：
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►求解Ly=b及D𝐿𝑇𝑥 = 𝑦：

1 1

1

1

( 2, )
i

i i ik k

k

y b

y b l y i n
−

=

=



= − =


 …,

1

( 1, )

n

n

y

n d

n
i

i ki k

k ii

x

y
x l x i n

d = +

 =



= − = −


 …,1

步4：

步5：



3.3  平方根法

例： 用改进平方根法求解方程组

解：根据改进平方根法公式得：

求解Ly=b及D𝐿𝑇𝑥 = 𝑦得:



4  追赶法：解三对角方程组

在一些实际问题中，如解常微分方程边值问
题，解船体数学放样中建立三次样条函数等中，
要解系数矩阵为对角占优的三对角方程组：

简记：𝑨𝒙 =f



4  追赶法：解三对角方程组

Ax f=简记为

2



4  追赶法：解三对角方程组



4  追赶法：解三对角方程组

  Ax f Ly f Ux y

y x

= = =求解 等价于求解两个三角方程组 与 ，

先后求出 与 ，进而获得求解三对角方程组的追赶法公式：

步1：求解𝐿𝑦 = 𝑓: 𝑦1 =
𝑓1

𝑏1
, 𝑦𝑖 =

𝑓𝑖−𝑎𝑖𝑦𝑖−1

𝑏𝑖−𝑎𝑖𝛽𝑖−1
, (𝑖 = 2,3, … , 𝑛 − 1)

步2：求解𝑈𝑥 = 𝑦: 𝑥𝑛 = 𝑦𝑛, 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝛽𝑖𝑥𝑖+1, (𝑖 = 𝑛 − 1, 𝑛 − 2,… , 2,1)

• 计算系数𝛽1 → 𝛽2 → ⋯ →
𝛽𝑛及𝑦1 → 𝑦2 → ⋯ → 𝑦𝑛的
过程称为“追”的过程；

• 计算方程组的解𝑥𝑛 →
𝑥𝑛−1 → ⋯ → 𝑥1的过程称
为“赶”的过程；



4  追赶法：解三对角方程组



4  追赶法：解三对角方程组



5  向量和矩阵的范数



5  向量和矩阵的范数

定义：

正定

齐次

三角不等式

5.1  向量的范数



5.1  向量的范数

1

1

- ( ) , [1, ].
n

p p

ip
i

p x x p
=

=  向量的 范数： 其中



5.1  向量的范数



5.1  向量的范数



5.1  向量的范数

例：计算向量x=(1,-2,3)T的1-、2-和∞范数。



5.1  向量的范数



5.1  向量的范数



5.1  向量的范数



5.2  矩阵的范数

上述

上述定义



5.2  矩阵的范数

，可



5.2  矩阵的范数

由矩阵范数定义

由矩阵范数定义



5.2  矩阵的范数

◆由矩阵范数的定义可以看到，用矩阵范数的定义求矩阵
的范数几乎是不可能的。那么如何求矩阵的范数？

◆下面定理给出了用矩阵的元素直接计算矩阵范数的方法。

行范数

列范数

谱范数



5.2  矩阵的范数



5.2  矩阵的范数

定理： 1 1
1 ( ) .

1
B I B I B

B

−   
−

如果 ，则 为非奇异矩阵，且

证明：（反证法）

若det 𝑰 − 𝑩 = 0,则 𝑰 − 𝑩 𝒙 = 0有非零解，即存在𝒙𝟎 ≠ 0使𝑩𝒙𝟎 = 𝒙𝟎。

即
𝑩𝒙𝟎

𝒙𝟎
=1。又因为 𝑩𝒙𝟎 ≤ 𝑩 𝒙𝟎 ，因此， 𝑩 ≥ 𝟏，与假设矛盾。

又因为： 𝑰 ± 𝑩 𝑰 ± 𝑩 −1 = 𝑰，展开化简可得，
𝑰 ± 𝑩 −1 = 𝑰 ∓ 𝑩 𝑰 ± 𝑩 −1。

进而， 𝑰 ± 𝑩 −1 ≤ 𝑰 + 𝑩 𝑰 ± 𝑩 −1 ，

化简可得， 𝑰 ± 𝑩 −1 ≤
1

1− 𝑩
.证毕。



5.2  矩阵的范数



6  线性方程组的性态

◆在实际应用中,所给的数据可能是通过实验、测量或观
察得来的,因此通常会带有一定的误差,这些误差不可
避免地会对问题的解产生影响.

◆ 定义：若矩阵𝐴或常数项𝑏的微小变化，引起
方程组𝐴𝑥 = 𝑏解的巨大变化，则称方程组为
病态方程组，矩阵𝐴为病态矩阵；否则称方程
组为良态方程组，矩阵𝐴为良态矩阵。



6  线性方程组的性态

◆怎样判断一个线性方程组是否病态？

1.对于线性方程组而言, 问题是否病态主要取决于系数
矩阵是否病态.
2.判断一个矩阵是否病态的一个重要指标是矩阵条件数.



6  线性方程组的性态

◆矩阵条件数（ 𝐴精确， 𝐛有微小变化∆𝐛）

由𝐴(𝑥 + Δ𝑥) = 𝑏 + ∆𝑏和𝐴𝑥 = 𝑏可得， 𝐴Δ𝑥= ∆𝑏，

即： Δ𝑥= 𝐴−1∆𝑏，进而， Δ𝑥 = 𝐴−1∆𝑏 ≤ 𝐴−1 ∆𝑏

又因为： 𝐴𝑥 = 𝑏，进而， 𝑏 = 𝐴𝑥 ≤ 𝐴 𝑥 ,

假设 𝑏 ≠ 0，则
1

𝑥
≤

𝐴

𝑏
。

因此，
Δ𝑥

𝑥
≤

𝐴 𝐴−1 ∆𝑏

𝑏
= 𝐴 𝐴−1

∆𝑏

𝑏
.



6  线性方程组的性态

在范数定义的基础上，考虑线性方程组 𝐴𝑥 = 𝑏，解是 𝑥∗

在 𝐴是精确的情况下，若对 𝐛的观测有微小变化∆𝐛

此时方程组 𝐴(𝑥 + Δ𝑥) = 𝑏 + ∆𝑏 ,解为 𝑥∗+∆𝑥∗，则

∆𝑥∗

𝑥∗
≤ 𝐴−1 A

∆𝑏

𝑏

这里向量和矩阵的范数统一。

⁕ 实际上是给出方程组𝐴𝑥 = 𝑏解的相对误差的上界。



6.1  矩阵的条件数

◆矩阵条件数（ 𝐀有微小变化∆𝐀， 𝐛精确）

(𝐴 + ∆𝐴)(𝑥 + ∆𝑥) = 𝑏，解为 𝑥∗+∆𝑥∗。展开，考虑𝐴𝑥= 𝑏，化简
得， 𝐴 + ∆𝐴 ∆𝑥 = − ∆𝐴 𝑥。若∆𝐴无限制，则𝐴 + ∆𝐴可能奇异。
由于𝐴 + ∆𝐴 = 𝐴(𝐼 + 𝐴−1∆𝐴)，联想定理可知，若 𝐴−1∆𝐴 < 1,
则𝐼 + 𝐴−1∆𝐴为非奇异矩阵，(𝐼 + 𝐴−1∆𝐴)−1存在。
因此，∆𝑥 = −(𝐴(𝐼 + 𝐴−1∆𝐴))−1 ∆𝐴 𝑥

= −(𝐼 + 𝐴−1∆𝐴))−1𝐴−1 ∆𝐴 𝑥，即 ∆𝑥 ≤
𝐴−1 ∆𝐴 𝑥

1− 𝐴−1∆𝐴
。

假设 𝐴−1 ∆A < 1，则， ∆𝑥 ≤
𝐴−1 ∆𝐴 𝑥

1− 𝐴−1 ∆𝐴
=

𝐴−1 𝐴
∆𝐴

𝐴
𝑥

1− 𝐴−1 𝐴
∆𝐴

𝐴

, 

移项可得，
∆𝑥∗
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≤

𝐴−1 A
∆A

A

1− 𝐴−1 A
∆A

A
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6.1  矩阵的条件数

◆矩阵条件数

在 𝑏是精确的情况下，若对 𝑨的观测有微小变化∆𝑨

此时方程组 (𝐴 + ∆𝐴)(𝑥 + ∆𝑥) = 𝑏，解为 𝑥∗+∆𝑥∗，若

𝐴−1 ∆A < 1，则

∆𝑥∗

𝑥∗
≤

𝐴−1 A
∆A
A

1 − 𝐴−1 A
∆A
A

这里向量和矩阵的范数统一。
⁕ 实际上是给出方程组𝐴𝑥 = 𝑏解的相对误差的上界。



6  线性方程组的性态

• 设 𝐴为非奇异矩阵，则称

𝐶𝑜𝑛𝑑(𝐴)𝑣 = 𝐴−1 𝑣 𝐴 𝑣

为𝐴的条件数，其中 ∙ 𝑣是1-范数，2-范数或∞-范数。

• 一般来说，当 A 的条件数较大时，A 就是病态的。

• 条件数越大，病态越严重，此时就越难用一般方法求

得线性方程组比较精确的解。

◆矩阵条件数



6  线性方程组的性态

◆矩阵条件数性质

性质1： Cond (A) ≥1
性质2：对任意常数𝑐 ≠ 0，有Cond (cA)= Cond (A)

性质3：A的谱条件数

𝐶𝑜𝑛𝑑 𝐴 2 = 𝐴 2 𝐴
−1

2=
𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐴

𝑇𝐴)

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐴𝐴
𝑇)

⁕ 若A为对称矩阵，则

𝐶𝑜𝑛𝑑 𝐴 2 =
𝜆𝑚𝑎𝑥

𝜆𝑚𝑖𝑛
, 𝜆𝑚𝑎𝑥和𝜆𝑚𝑖𝑛分别为A的绝对值

最大和绝对值最小的特征值。



6  线性方程组的性态

◆由此可知，上述方程组是病态的。这就是为什么当右端向量的分
量有微小波动时，会引起解有大误差的原因。

◆计算系数矩阵𝐴的条件数。

𝐴 =
1 1
1 1.0001

, 𝐴−1 =
1

1.0001−1

1.0001 −1
−1 1

则： 𝐶𝑜𝑛𝑑 𝐴 ∞ = 𝐴 ∞ 𝐴−1 ∞

=2.0001*10000*2.0001
=40004.0001

⁕ 此类方程组不能用本章介绍的直接法求解。



第二章 线性方程组的直接解法

◆总结：

介绍了计算机上求解线性代数方程组的几种常用的直接法。

1. 顺序消去法：解线性方程组直接法的基础。

2. 列主元消去法：数值运算较稳定的常用方法。因为在消元过程中引进

了选主元的技巧，减少了误差对计算结果的影响。

3. 杜立特尔分解法：可以直接计算𝐴 = 𝐿𝑈分解中L和U的元素值。

4. 平方根法：仅适用于系数矩阵为对称正定的情形。

5. 追赶法：仅适用于系数矩阵为对角占优的三对角方程组。

6. 引进了向量范数和矩阵范数的概念。

分析了方程组的初始数据在用直接法求解时，误差对方程组解的影响。

介绍了条件数的概念以及条件数在判断方程组性态时的应用。



第二章 线性方程的数值解法

◆ Q & A

◆ 谢谢


