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第三章 解线性代数方程组的直接法

1 Gauss消去法

2 矩阵LU分解



第二章 解线性代数方程组的直接法

◆线性方程组的解法：

1.直接法
经过有限步算数运算可求得方程组精确解的方法（计算过程中没有

舍入误差）。如Gauss消去法、矩阵LU分解法（Gauss消去法变形）。

2.迭代法
用某种极限过程去逐步逼近线性方程组精确解的方法。
具有存储单元较少，程序设计简单、原始系数矩阵在计算过程始终

不变等优点，但存在收敛性及收敛速度方面的问题。

◆ 工程计算和科学研究中的许多问题，最终归结为线性代数方程组的
求解。



3.1  Gauss 消去法

• Gauss 消去法的基本思想是消元。



3.1  Gauss 消去法

• 推广到一般线性方程

高斯消去法的主要思路: 

将系数矩阵 A 化为上三角矩阵, 然后回代求解:



3.1  Gauss 消去法

◆高斯消去法是求解线性代数方程组的一种最基本的直接
法，由它改进后得到的选主元消去法是目前计算机上常
用的有效方法。

◆ 高斯消去法也称为顺序消去法， 它由消元过程和回代过
程组成。

►消元过程：逐步消去变元的系数，将原方程组化为系
数矩阵为三角矩阵的等价方程组的过程。

►回代过程：求系数矩阵为三角矩阵的方程组的解的过
程。



3.1.1  Gauss 消去法详细执行过程
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3.1.1  Gauss 消去法详细执行过程

• 由上面的计算过程可知, Gauss 消去法能顺利进行下去的充要条件是𝒂𝒌𝒌
(𝒌)

≠

𝟎, k = 1, 2, . . . , n, 这些元素被称为主元.



3.1.1  Gauss 消去法详细执行过程

◆推论 Gauss 消去法能顺利完成的充要条件是 A 的所有顺序

主子式都不为零。



3.1.2  Gauss 消去法的复杂度

消元过程需要：

加、减法次数: 
𝑛(𝑛2−1)

3

乘、除法次数:
𝑛(𝑛2−1)

3
+
𝑛(𝑛−1)

2

回代过程需要：

加、减法次数: 
𝑛(𝑛−1)

2

乘法次数: 
𝑛(𝑛−1)

2

除法次数: 𝑛

◆ 总运算量: 
2𝑛3

3
+
3𝑛2

2
−

7𝑛

6
=

2𝑛3

3
+O(𝑛2)



3.1.2  Gauss 消去法的复杂度

⚫计算次数
分析过程



3.1.2  Gauss 消去法的复杂度

◆评价算法的一个重要指标是 执行时间, 但这依赖于计算
机硬件和编程技巧等, 因此直接给出算法执行时间是不
太现实的。所以我们通常是统计算法中算术运算 (加减
乘除) 的次数。

◆为了尽可能地减少运算量, 在实际计算中, 数, 向量和矩
阵做乘法运算时的先后执行次序为:

先计算数与向量的乘法,

然后计算矩阵与向量的乘法,

最后才计算矩阵与矩阵的乘法。



3.1.3  Gauss 消去法的计算步骤

◆消元过程在编程中，需
要三重循环，即：

对于𝑘 = 1，2，…，n-1，
𝑖 = 𝑘 + 1, 𝑘 + 2,…，n，

计算：

𝑚𝑖𝑘 =
𝑎𝑖𝑘
(𝑘−1)

𝑎
𝑘𝑘
(𝑘−1);

对于𝑗 = 𝑘 + 1, 𝑘 + 2,…，n+1，
计算：

𝑎𝑖𝑗
(𝑘)

= 𝑎𝑖𝑗
(𝑘−1)

−𝑚𝑖𝑘𝑎𝑘𝑗
(𝑘−1)

◆回代过程在编程中，需
要二重循环，即：

计算：

𝑥𝑛 =
𝑎𝑛,𝑛+1
(𝑛−1)

𝑎𝑛𝑛
(𝑛−1);

对于𝑖 = 𝑛 − 1，𝑛 −2，…，1，
𝑆 = 0;
𝑗 = 𝑖 + 1, 𝑖 + 2,…，n，

计算：

𝑆 = 𝑆 + 𝑎𝑖𝑗
(𝑖−1)

𝑥𝑗;

𝑥𝑖 =
𝑎𝑖,𝑛+1
(𝑖−1)

− 𝑆

𝑎𝑖𝑖
(𝑖−1)



3.1.3  Gauss 消去法的计算步骤

◆用Gauss顺序消去法解方程组ቐ

2𝑥1 + 3𝑥2 + 4𝑥3 = 6,
3𝑥1 + 5𝑥2 + 2𝑥3 = 5,
4𝑥1 + 3𝑥2 + 30𝑥3 = 32.

解：用箭头表示消元过程。

Demo_4_1_Gauss_S.m



3.1.3  Gauss顺序消去法劣势

◆由顺序消去法的消元过程可以看到，其不足之处是在消元

时一定要假设主元素𝑎𝑘𝑘
(𝑘−1)

≠ 0，否则消元过程将无法进

行下去。

◆如果主元素𝑎𝑘𝑘
(𝑘−1)

很小，由于计算机字长有限，必然有舍

入误差等因素的影响，将使解极不 准确，甚至可能造成溢
出停机。



3.1.4  Gauss完全主元素消去法

◆完全主元素消去法步骤：

1. 在执行 Gauss 消去过程的第 𝑘 步之前, 插入选主元
过程。

2. 选取全主元：
3. 行交换：如果𝑖𝑘 ≠ 𝑘，则交换第𝑘行于第𝑖𝑘行
4. 列交换：如果𝑗𝑘 ≠ 𝑘，则交换第𝑘列于第𝑗𝑘列

( ) ( )

, ,
,

max{ }
k k

k k

i j i j
k i j n

a a
 

=

⁕ 如果有列交换, 则会改变𝑥𝑖的顺序, 因此需要记
录每次的列交换次序。



3.1.5  Gauss列主元素消去法

◆列主元素消去法步骤：

1. 在执行 Gauss 消去过程的第 𝑘 步之前, 插入选主元
过程。

2. 选取列主元：
3. 行交换：如果𝑖𝑘 ≠ 𝑘，则交换第𝑘行于第𝑖𝑘行

( ) ( )

, ,max{ }
k k

k k

i j i k
k i n

a a
 

=

⁕ 即第 𝑘 步时，先在𝑨(𝒌)中第 𝒌列的第 𝒌至𝒏的元素
中选取绝对值最大的元素：

⁕ 然后根据需要判断是否需
要更换两行。



3.2  Gauss 消去法与矩阵三角(LU)分解

⁕ 矩阵分解：将一个较复杂的矩阵分解成若干具有简单结构的矩
阵的乘积，是矩阵计算中的一个很重要的技术。

➢ 假定Gauss消去过程能顺利进行, 那么U一定是一个非奇异上
三角矩阵。

➢ 下面主要研究 L 具有什么样的特殊结构或者特殊性质。



3.1.5  Gauss列主元素消去法

𝐴(2) = 𝐿1𝐴
(1)



3.2  Gauss 消去法与矩阵三角(LU)分解



3.2  Gauss 消去法与矩阵三角(LU)分解

1.1

◆ 如果 A 的所有顺序主子式都不为零, 则 Gauss 消去过程能顺利进行,

因此， LU 分解 (1.4) 也存在.



3.2.1 矩阵的杜立特尔分解
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3.2.1  LU 分解的存在性和唯一性

等价于

(0) (0) (0)
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◆ 上述定理是矩阵三角分解的基本定理，分解式𝑨 = 𝑳𝑼称为矩阵的杜立特尔

（Doolittle）分解，也称为𝐴的𝐿𝑈分解。



3.2.1  LU 分解的存在性和唯一性

◆ LU分解定理在解线性代数方程组的直接法中起着重要的作

用，它是直接法的理论基础。

◆利用矩阵𝐴 = 𝐿𝑈,容易计算𝐴的行列式det(𝐴)。

det 𝐴 = det LU = det L det U = det U = 𝑢11𝑢12⋯𝑢𝑛𝑛,

其中𝑢𝑖𝑖(𝑖 = 1,2,⋯𝑛)为上三角矩阵𝑈对角线上的元素。



3.2.2  Gauss 消去法与矩阵三角(LU)分解

◆对于方程组𝐴 Ԧ𝑥 = 𝑏，若𝐴满足定理的条件，即𝐴 = 𝐿𝑈。

则方程组𝐴 Ԧ𝑥 = 𝑏等价为𝐿𝑈 Ԧ𝑥 = 𝑏。

◆令𝑼𝒙 = 𝒚，则𝑳𝒚 = 𝒃。则方程组𝑨𝒙 = 𝒃的解归结为求两

个三角形方程组൝
𝑳𝒚 = 𝒃

𝑼𝒙 = 𝒚
的解。 𝑳𝑼分解在本质上是高斯

消去法的一种表达形式。

◆再因𝐿−1 𝐴 𝑏 = 𝐿−1 𝐿𝑈 Ԧ𝑦 = 𝑈 Ԧ𝑦 ，故求 Ԧ𝑦和求𝑈同时进行。

⁕ 消元过程是将方程组的增广矩阵 𝑨 𝒃 进行𝑳𝑼分解的过程，

即： 𝑨 𝒃 = 𝑳 𝑼 𝒚 .

⁕ 回代过程是求上三角形方程组𝑼𝒙 = 𝒚的解。



3.2.2  Gauss 消去法与矩阵三角(LU)分解

例 用直接三角分解(Doolittle)法解方程组

ቐ

2𝑥1 + 3𝑥2 + 4𝑥3 = 6,
3𝑥1 + 5𝑥2 + 2𝑥3 = 5,
4𝑥1 + 3𝑥2 + 30𝑥3 = 32.

解：

0

(

2 3 4 6

3 5 2 5

4 3 3 3

)

2

A b

 
 

=  
 
 

给出：

1 1 3 4
6

3 1
1 , 4 , 4

2 2
4

2 6 1 2

L U y

   
    
    = = − = −      −     − −   

由 𝐴 𝑏 = 𝐿 𝑈 Ԧ𝑦 ，再由𝑈 Ԧ𝑥 = Ԧ𝑦得方程组的解，

𝑥3 = 2, 𝑥2 = 8, 𝑥1 = −13. 注：求解𝐿和𝑈的过程后面给出。



3.2.3  杜立特尔(Doolittle)分解法
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◆设 方 程 组 𝐴 റ𝑥 = 𝑏的 系 数 矩 阵 𝐴的 各 阶 主 子 式

det(𝐴𝑘) ≠ 0，(𝑘 = 1,2,⋯ , 𝑛)。则由定理得，存在

唯一Doolittle分解𝐴 = 𝐿𝑈，其中



3.2.3  杜立特尔(Doolittle)分解法

◆杜立特尔分解法是根据系数矩阵𝐴的元素直接计算𝐿和𝑈的
元素来进行分解的方法。

◆计算顺序：

1. 求𝑈的第1行和𝐿的第1列元素；
2. 求𝑈的第2行和𝐿的第2列元素；
3. ……
4. 以此类推，直到求出𝑈的第𝑛行元素。
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3.2.3  杜立特尔(Doolittle)分解法

◆计算步骤：



3.2.3  杜立特尔(Doolittle)分解法

◆计算步骤：



3.2.3  杜立特尔(Doolittle)分解法

Demo_4_2_Doolittle.m



3.2.3  杜立特尔(Doolittle)分解法

解（续）：



3.2.3  杜立特尔(Doolittle)分解法

解（续）：



3.2.3  杜立特尔(Doolittle)分解法



第二章 非线性方程的数值解法

◆ Q & A

◆ 谢谢


