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第二章 非线性方程的数值解法

2.3 牛顿法

2.4 弦截法

2.5 小结



2.3 牛顿法

2.3.1 牛顿法基本思想与迭代格式

𝑓 𝑥 = 0
基本思想：线性化

将𝒇(𝒙)在𝒙𝒌处Taylor展开可得

𝒇 𝒙 = 𝒇 𝒙𝒌 + 𝒇′ 𝒙𝒌 𝒙 − 𝒙𝒌 +
𝒇′′ 𝜺

𝟐!
𝒙 − 𝒙𝒌

𝟐

忽略二次项，可得𝒇 𝒙 ≈ 𝑷 𝒙 ，其中
𝑷 𝒙 ≜ 𝒇 𝒙𝒌 + 𝒇′ 𝒙𝒌 𝒙 − 𝒙𝒌 。

用𝑷 𝒙 的零点来近似𝒇(𝒙)的零点，并将其记为𝒙𝒌+𝟏。

𝒙𝒌+𝟏 = 𝒙𝒌 −
𝒇 𝒙𝒌
𝒇′ 𝒙𝒌



2.3.2 牛顿法几何意义

• 方程𝑓 𝑥 = 0的根x*解释为𝑦 = 𝑓 𝑥 与𝑥轴的交点
的横坐标。

• 设𝑥𝑘是根x*的某个近似值，过曲线y = 𝑓 𝑥 上的横
坐标为𝑥𝑘的点𝑃𝑘引切线，并将该切线与𝑥轴的交点
的横坐标𝑥𝑘+1作为x∗新的近似值。

• 切线方程为y = 𝑓 𝑥𝑘 + 𝑓′(𝑥𝑘)(𝑥 − 𝑥𝑘)。求得

𝑥𝑘+1 = 𝒙𝒌 −
𝑓 𝑥𝑘
𝑓′ 𝑥𝑘

牛顿法又称为切线法

𝑓 𝑥



2.3.3 牛顿法伪代码



2.3.4 牛顿法收敛性

迭代过程的收敛速度：指在接近收敛的过程中迭代
误差的下降速度。

定理 对于迭代过程𝑥𝑘+1 = 𝜑(𝑥𝑘)，如果𝜑 𝑝 𝑥 在所求根𝑥∗
邻近连续，且

ቐ
𝜑′ 𝑥∗ = 𝜑′′ 𝑥∗ = ⋯ = 𝜑 𝑝−1 𝑥∗ = 0，

𝜑 𝑝 𝑥∗ ≠ 0，

则该迭代过程在点𝑥∗邻近是𝑝阶收敛的。

* 当𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]时，𝜑′ 𝑥 ≠ 0，则该迭代过程只可能是线性的。



2.3.4 牛顿法收敛性

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 −
𝑓 𝑥𝑘
𝑓′ 𝑥𝑘

牛顿法迭代公式：

迭代函数： 𝜑(𝑥) = 𝑥 −
𝑓 𝑥

𝑓′ 𝑥

𝜑′(𝑥) =
𝑓 𝑥 𝑓′′ 𝑥

[𝑓′ 𝑥 ]2
计算可得： 𝜑′′(𝑥) =

𝑓′′ 𝑥

𝑓′ 𝑥

• 假设𝑥∗是𝑓 𝑥 的一个单根，则𝑓 𝑥∗ =0，𝑓′ 𝑥∗ ≠ 0，
则𝜑′(𝑥∗) =0，因此，𝜑′′(𝑥∗) ≠ 0，即牛顿法在根𝒙∗的邻近是
平方收敛的。

⁕ 一般来说 Newton 法只是局部收敛, 如果初值离真解太远可能就不收敛,

因此 初值的选取很重要但也比较困难. 但是, 对于计算平方根, Newton 法
是全局收敛的, 因此是安全的.



2.3 牛顿法

Demo_3_1_NLS_Newton.m



2.3.6 牛顿法

作业：

用Newton法求方程
𝑓 𝑥 = 𝑥2 − 115 = 0的解。



2.3 牛顿法

上机作业：

用Newton法求方程
𝑓 𝑥 = 𝑒(2𝑥−1) 2 − 𝑥 + 1 = 0的解。



2.3.6 牛顿法

例 用牛顿法求方程𝑥3− 𝑥 − 1 = 0，在𝑥 =1.5处附近
的一个根𝑥

∗
。

解 1. 若初始迭代值𝑥0 =1.5，用牛顿公式

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 −
𝑥𝑘
3 − 𝑥𝑘 − 1

3𝑥𝑘
2 − 1

计算得：𝑥1 =1.34783，𝑥2 =1.32520， 𝑥3 =1.32470。

2. 若初始迭代值𝑥0 =0.6，用牛顿公式，计算得

𝑥1 =17.9。

收敛

发散



2.3.5 牛顿法优缺点

优点：
（对于单根）收敛速度快 (至少二阶局部收敛),是目

前求解非线性方程组的主要方法。

缺点：
1. 对重根收敛速度较慢, 只有线性收敛；
2. 对初值的选取很敏感, 要求初值相当接近真解；
3. 每一次迭代都需要计算导数, 难度和工作量都可

能会比较大。



2.3.6 牛顿下山法

下山法基本思想：

为保证全局收敛，要求每一步迭代满足下降条件：

𝑓(𝑥𝑘+1) < 𝑓(𝑥𝑘)

即保持函数的绝对值是下降的。

具体做法：加入一个下山因子𝜆，与前一步近似值𝑥𝑘的
适当加权平均作为新的改进值𝑥𝑘+1=𝜆 ҧ𝑥𝑘+1+(1-𝜆) 𝑥𝑘：

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝜆
𝑓 𝑥𝑘
𝑓′ 𝑥𝑘

下山因子𝝀的取法:

从 𝜆 =1开始, 逐次减半, 直到满足下降条件为止。



2.3.7 牛顿法重根情形

解决重根问题

• 牛顿法具有平方收敛速度是指单根时的情况，当不是单根时，就没有

平方收敛速度，为了得到平方收敛速度，可对牛顿法进行修正。

• 设𝑥∗为方程 𝑓 𝑥 = 0 的 𝑚 重根(𝑚 ≥ 2)，则有𝑓 𝑥 = 𝑥 − 𝑥∗ 𝑚𝑔(𝑥)，

其中𝑔(𝑥∗) ≠ 0，此时有

𝑓 𝑥∗ = 𝑓′ 𝑥
∗
= ⋯ = 𝑓𝑚−1 𝑥∗ = 0, 𝑓𝑚 𝑥∗ ≠ 0



2.3.7 牛顿法重根情形

 解决重根问题

• 当𝑚已知时，由于𝑥∗是方程𝑓 𝑥 1/𝑚 = 0的单根，对此方程应用牛顿迭

代公式，有

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 −𝑚
𝑓 𝑥𝑘
𝑓′ 𝑥𝑘

, 𝑘 = 0,1,2, …

• 当𝑚未知时，令𝑢 𝑥 = 𝑓(𝑥)/𝑓′(𝑥)，则 𝑥∗是方程𝑢 𝑥 = 0的单根。对

𝑢 𝑥 用牛顿法进行求解，其迭代公式如下

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 −
𝑓′ 𝑥𝑘 𝑓(𝑥𝑘)

𝑓′ 𝑥𝑘
2 − 𝑓 𝑥𝑘 𝑓′′(𝑥𝑘)

, 𝑘 = 0,1,2, …



2.3.7 牛顿法重根情形

 解决重根问题-例子

例 已知 2是方程𝑥4 − 4𝑥2 + 4 = 0的多重根，分别用牛顿法和求重根的

牛顿法求其近似根。

• 作业（以1.5作为初值，采用三种方法，包括牛顿法、已知其是二重根

的牛顿法、不知道其是二重根的牛顿法；每个方法迭代5次，记录每一

次迭代得到的近似值，并说明三种方法的表现）。

⁕ 编写程序, 分别用以上三种方法计算。

Demo_3_2_NLS_Newton.m



2.4 弦截法与抛物线法

目的: 避免计算导数, 并且尽可能地保持较高的收敛性
(即超线性收敛). 

2.4.1 弦截法基本思想

弦截法 也称割线法, 主要思想是用差商代替微商, 即

𝑓′ 𝑥𝑘 ≈ 𝑓[𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘] =
𝑓 𝑥

𝑘
−𝑓(𝑥𝑘−1)

𝑥𝑘−𝑥𝑘−1

代入牛顿法即可得弦截法迭代格式:

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 −
𝑥𝑘−𝑥𝑘−1

𝑓 𝑥
𝑘
−𝑓 𝑥𝑘−1

𝑓 𝑥𝑘 ，𝑘 = 1，2，…

⁕ 割线法需要提供两个迭代初始值。



2.4 弦截法与抛物线法



2.4.2 弦截法几何意义

曲线𝑦 = 𝑓(𝑥)上横坐标为𝑥𝑘, 𝑥𝑘−1的点分别记作𝑃𝑘, 𝑃𝑘−1，弦线𝑃𝑘𝑃𝑘−1的
斜率

等于差商值
𝑓 𝑥

𝑘
−𝑓(𝑥𝑘−1)

𝑥𝑘−𝑥𝑘−1
，其方程为：

𝑓 𝑥𝑘 +
𝑓 𝑥

𝑘
−𝑓 𝑥𝑘−1

𝑥𝑘−𝑥𝑘−1
𝑥 − 𝑥𝑘−1 = 0。

𝑥𝑘+1实际是弦线𝑃𝑘𝑃𝑘−1与𝑥轴的交点。

因此，成为弦截法。



2.4.3 弦截法优缺点

弦截法：常用于函数的导数较复杂或函数仅在区间上
连续的情形。

优点：
不需要求函数的导数；
两个初值容易给出。

缺点：收敛阶只有1.618，比牛顿法的收敛阶低。



2.5  小结

理解方程有根的判别定理；

掌握二分法基本原理和算法流程; 

掌握理解迭代法的基本思想和收敛条件；

掌握牛顿法的建立及几何意义，了解牛顿法的收敛性；
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