
4. 对偶单纯形法

第二章 线性规划的对偶理论
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4.1 基本思路

单纯形法的基本思路：

找基 𝐵，满足 𝐵−1𝑏 ≥ 0，但 𝑐 − 𝑐𝐵
𝑇𝐵−1𝐴（即检验数）

不全 ≤ 0。

迭代
保持 𝐵−1𝑏 ≥ 0 ，使 𝑐 − 𝑐𝐵

𝑇𝐵−1𝐴 ≤ 0

对偶单纯形法的基本思路：

迭代
保持 𝑐 − 𝑐𝐵

𝑇𝐵−1𝐴 ≤ 0，使 𝐵−1𝑏 ≥ 0

找基 𝐵，满足 𝑐 − 𝑐𝐵
𝑇𝐵−1𝐴 ≤ 0，但 𝐵−1𝑏 不全 ≥ 0。

对偶问题的可行基
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4.2 计算步骤

(1) 作初始表，要求全部 𝑐𝑗 − 𝑧𝑗 ≤ 0

(2) 判定：𝐵−1𝑏 全 ≥ 0，停止。否则，取

其对应变量 𝑥𝑟 为换出基变量。

(3) 确定换入变量

① 若第 r 行的𝑎𝑟𝑗 全 ≥ 0，停止，原问题无可行解。

min
𝑖

𝐵−1𝑏 𝑖ȁ 𝐵−1𝑏 𝑖 < 0 = 𝐵−1𝑏 𝑟
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② 若第 𝑟 行的 𝑎𝑟𝑗 有 𝑎𝑟𝑗 < 0 , 则求

其对应变量 𝑥𝑠 为换入基的变量。

4.2 计算步骤

(3) 确定换入变量

𝜃 = min
𝑗

𝑐𝑗 − 𝑧𝑗

𝑎𝑟𝑗
ห𝑎𝑟𝑗 < 0 =

𝑐𝑠 − 𝑧𝑠

𝑎𝑟𝑠

(4) 以 𝑎𝑟𝑠 为主元，换基迭代，得到新的单纯形表

重复1-4的步骤，直到找到最优解
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4.2 计算步骤 – 步骤(3)的两个注释

关于①的解释：第 𝑟 个方程

即

<
0

某 𝑥𝑗 从 0 ，𝑥𝑟 不能变为 ≥ 0。

𝐵−1𝑏 𝑟 = 𝑥𝑟 + ෍

𝑗=𝑚+1

𝑛

𝑎𝑟𝑗𝑥𝑗

𝑥𝑟 = 𝐵−1𝑏 𝑟 − ෍

𝑗=𝑚+1

𝑛

𝑎𝑟𝑗𝑥𝑗

0 0
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4.2 计算步骤 – 步骤(3)的两个注释

关于②的解释：下一个表中的检验数为

𝑐𝑗 − 𝑧𝑗
′

= 𝑐𝑗 − 𝑧𝑗 −
𝑎𝑟𝑗

𝑎𝑟𝑠
𝑐𝑠 − 𝑧𝑠 = 𝑎𝑟𝑗

𝑐𝑗 − 𝑧𝑗

𝑎𝑟𝑗
−

𝑐𝑠 − 𝑧𝑠

𝑎𝑟𝑠

为保持可行，必须 𝑐𝑗 − 𝑧𝑗
′

≤ 0

(a) 对 𝑎𝑟𝑗 ≥ 0, 因 𝑐𝑗 − 𝑧𝑗 ≤ 0 ⇒
𝑐𝑗 − 𝑧𝑗

𝑎𝑟𝑗
≤ 0, ∵ 𝑎𝑟𝑠 < 0 ⇒

𝑐𝑠 − 𝑧𝑠

𝑎𝑟𝑠
≥ 0

(b) 对 𝑎𝑟𝑗 < 0, 由 𝜃 的选取，知
𝑐𝑗 − 𝑧𝑗

𝑎𝑟𝑗
−

𝑐𝑠 − 𝑧𝑠

𝑎𝑟𝑠
≥ 0
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例：min 𝑧 = 2𝑥1 + 3𝑥2 + 4𝑥3

ቐ

𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 ≥ 3
2𝑥1 − 𝑥2 + 3𝑥3 ≥ 4

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0

max − 𝑧 = −2𝑥1 − 3𝑥2 − 4𝑥3

ቐ

−𝑥1 − 2𝑥2 − 𝑥3 + 𝑥4 = −3
−2𝑥1 + 𝑥2 − 3𝑥3 + 𝑥5 = −4

𝑥1, … , 𝑥5 ≥ 0

例题



Xu Wei @ NJU / P20

                              -2          -3         -4         0         0 

xB b x1              x2              x3              x4              x5

0 x4              -3        -1          -2         -1         1         0

0 x5              -4        -2           1         -3         0         1

0         -2         -3         -4         0         0

0 x4             -1          0         -5/2      1/2       1      -1/2

-2  x1              2          1         -1/2      3/2       0      -1/2

-4         0          -4         -1        0        -1

-3       x2             2/5        0          1        -1/5      -2/5     1/5

-2       x1           11/5       1          0         7/5      -1/5    -2/5

-28/5     0          0        -9/5      -8/5    -1/5

✓

✓
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（1）初始解可以是非可行解，当检验数都是负数时，就可

以进行基变换，这样避免了增加人工变量，使运算简便。

（2）对变量较少时，而约束条件很多的线性规划问题，可

先将其变为对偶问题，再用对偶单纯形求解，简化计算。

（3）用于后面的灵敏度分析。

4.2 对偶单纯形的优点与用途



5. 灵敏度分析

第二章 线性规划的对偶理论
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5.1 灵敏度分析简介

• 灵敏度分析，是指对系统或事物因周围条件变化

显示出来的敏感性程度的分析。

• 资源向量的灵敏度分析 Range of feasibility for 

right-hand-side coefficients (𝑏𝑖)

• 价值向量的灵敏度分析 Range of optimality for 

objective function coefficients (𝑐𝑗)

• 技术系数的灵敏度分析 Range of optimality for 

matrix coefficients (𝑎𝑖𝑗)
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5.1 灵敏度分析简介

✓ 当这些参数(𝒃𝒊, 𝒄𝒋, 𝒂𝒊𝒋)中的一个或几个发生变化时，问

题的最优解会有什么变化；或

✓ 这些参数在一个多大的范围内变化时，问题的最优解

不变。

灵敏度分析不需要用单纯形法从头再算。只需把发生变化

的个别系数，经过一定计算后直接填入最终单纯形表中，

并进行检查和分析。

如最优解改变，可用单纯形法或对偶单纯形法继续迭代计

算，直到找到新的最优解。
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项    目 基变量

𝒙𝑩

非基变量

𝒙𝑵 𝒙𝑺

𝒄𝑩 𝒙𝑩 𝑩−𝟏𝒃 𝑰 𝑩−𝟏𝑵 𝑩−𝟏

𝒄𝒋 − 𝒛𝒋 𝒄𝑩
𝑻 𝑩−𝟏𝒃 𝟎 𝒄𝑵 − 𝒄𝑩

𝑻 𝑩−𝟏𝑵 − 𝒄𝑩
𝑻 𝑩−𝟏

(1) 𝑐𝑗 , 𝑗 ∈ 𝑁的变化

(2) 𝑐𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐵的变化

(3) 𝑏𝑖 的变化

(4) 𝑎𝑖𝑗的变化

𝑩−𝟏b 𝑩−𝟏𝑨

𝒄𝑩
𝑻 𝑩−𝟏b 𝒄 − 𝒄𝑩

𝑻 𝑩−𝟏𝑨

原问题 对偶问题 结论或继续计算的步骤

可行解 可行解 表中的解仍为最优解

可行解 非可行解 用单纯形法继续迭代求最优解

非可行解 可行解 用对偶单纯形法继续迭代求最优解

非可行解 非可行解 引进人工变量，编制新的单纯形表，求最优解
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5.2 分析 𝒄𝒋 的变化

参数 𝑐𝑗 的变化仅仅影响到检验数 (𝑐𝑗 – 𝑧𝑗)的变化，所以反映

到最终单纯形表上，只可能出现两种情况：

(1) 检验数仍然全部 ≤ 0，则最优解不变；

(2) 出现检验数 > 0，需用单纯形法继续迭代求解。

𝑐𝑗 2              1               0              0                0

𝒄𝐵 基      b x1                   x2                     x3                  x4                      x5

0      x3     15/2

2      x1       7/2

1      x2 3/2

0              0                1            5/4           -15/2

1              0                0            1/4             -1/2

0              1                0           -1/4              3/2

𝑐𝑗 − 𝑧𝑗 0              0                0           -1/4             -1/2

1.5

2

1/8 -9/4
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𝑐𝑗 2              1               0              0                0

𝒄𝐵 基      b x1                   x2                     x3                  x4                      x5

0      x3     15/2

2      x1       7/2

1      x2 3/2

0              0                1            5/4           -15/2

1              0                0            1/4             -1/2

0              1                0           -1/4              3/2

𝑐𝑗 − 𝑧𝑗 0              0                0           -1/4             -1/2

1+λ

5.2 分析 𝒄𝒋 的变化

-1/4+λ/4 -1/2-3λ/2
为使表中的解仍为最优解，应有

−
1

4
+

1

4
𝜆 ≤ 0

−
1

2
−

3

2
𝜆 ≤ 0

⇒ −
1

3
≤ 𝜆 ≤ 1 ⇒

2

3
≤ 𝑐2 ≤ 2

𝑐2 在什么范围变化时，最优解不变？
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5.3 分析 𝒃𝒊 的变化

右端项 𝑏𝑖 的变化在实际问题中为可用资源数量的变化。

𝑏𝑖 的变化反映到最终单纯形表上将引起 𝒃 列数字的变化，可

能有下面两种情况：

(1) 问题的最优基不变，变化后的 𝒃 列值为最优解（即生产

产品的品种不变，但数量及最优值会变化）；

(2) 原问题不可行但对偶问题可行，用对偶单纯形继续迭代

求最优解。

𝑩−𝟏b 𝑩−𝟏𝑨

−𝒄𝑩
𝑻 𝑩−𝟏b 𝒄 − 𝒄𝑩

𝑻 𝑩−𝟏𝑨



Xu Wei @ NJU / P29

cj 2              1               0              0                0

𝒄𝐵 基      b x1                   x2                     x3                  x4                      x5

0      x3     15/2

2      x1       7/2

1      x2 3/2

0              0                1            5/4           -15/2

1              0                0            1/4             -1/2

0              1                0           -1/4              3/2

𝑐𝑗 − 𝑧𝑗 0              0                0           -1/4             -1/2

35/2

11/2

-1/2

cj 2              1               0              0                0

𝒄𝐵 基      b x1                   x2                     x3                  x4                      x5

0      x3        15

0      x4        24

0      x5 5

0              5                1             0                0

6              2                0             1                0

1              1                0             0                1

𝑐𝑗 − 𝑧𝑗 2              1                0             0                0

初
始
表

最
终
表

32

𝑩−𝟏b

𝐵−1
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cj 2              1               0              0                0

𝒄𝐵 基      b x1                   x2                     x3                    x4                       x5

0      x3     15/2

2      x1       7/2

1      x2 3/2

0              0                1            5/4           -15/2

1              0                0            1/4             -1/2

0              1                0           -1/4              3/2

𝑐𝑗 − 𝑧𝑗 0              0                0           -1/4             -1/2

cj 2              1               0              0                0

𝒄𝐵 基      b x1                   x2                     x3                    x4                       x5

0      x3       15

2      x1         5

0      x4 2

0              5                1              0 0

1              1                0              0 1

0             -4                0              1 -6

𝑐𝑗 − 𝑧𝑗 0             -1                0              0              -2

35/2

11/2

-1/2

对
偶
单
纯
形
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cj 2              1               0              0                0

𝒄𝐵 基      b x1                   x2                     x3                    x4                      x5

0      x3        15

0      x4        24

0      x5 5

0              5                1             0                0

6              2                0             1                0

1              1                0             0                1

𝑐𝑗 − 𝑧𝑗 2              1                0             0                0

初
始
表

5 + 𝜆

cj 2              1               0              0                0

𝒄𝐵 基      b x1                   x2                     x3                    x4                      x5

0      x3     15/2

2      x1       7/2

1      x2 3/2

0              0                1            5/4           -15/2

1              0                0            1/4             -1/2

0              1                0           -1/4              3/2

cj - zj 0              0                0           -1/4             -1/2

最
终
表

𝐵−1

𝑩−𝟏𝒃

𝑏 =

15

2
−

15

2
𝜆

7

2
−

1

2
𝜆

3

2
+

3

2
𝜆

若最优基不变，那么𝑏3的变化范围是多少？
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5.4  分析增加一个变量 𝒙𝒋 的变化

增加一个变量 𝑥𝑗 在实际问题中反映为增加一种新的产品。

即 技术系数矩阵多增加一列 𝑃𝑗，检验数多增加一个 𝜎𝑗

最终单纯形表中它们的值如何得到？

原最优解不变

按单纯形法继续迭代计算找出最优解

𝑃𝑗
′ = 𝐵−1𝑃𝑗

𝜎𝑗
′ = 𝑐𝑗 − 𝑧𝑗 = 𝑐𝑗 − 𝑐𝐵

𝑇𝐵−1𝑃𝑗

𝜎𝑗
′ ≤ 0

𝜎𝑗
′ > 0
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5.4  分析增加一个变量 𝒙𝒋 的变化

cj 2              1               0              0                0

𝒄𝐵 基      b x1                   x2                     x3                  x4                      x5

0      x3        15

0      x4        24

0      x5 5

0              5                1             0                0

6              2                0             1                0

1              1                0             0                1

cj - zj 2              1                0             0                0

3

x6

3              

4 

2

3

美佳公司又计划推出新型号的家电III，生产一件所需设备A、B及调试
工序的时间分别为3h、4h、2h，该产品的预期盈利为3元/件。

该产品是否值得投产；如投产，该公司的最优生产计划有何变化？

cj 2              1               0              0                0

𝒄𝐵 基      b x1                   x2                     x3                  x4                      x5

0      x3     15/2

2      x1       7/2

1      x2 3/2

0              0                1            5/4           -15/2

1              0                0            1/4             -1/2

0              1                0           -1/4              3/2

cj - zj 0              0                0           -1/4             -1/2

3

x6

-7              

0 

2

1

𝑩−𝟏

−𝒄𝑩
𝑻 𝑩−𝟏

用单纯形法继续迭代……

初始表

最终表



Xu Wei @ NJU / P34

5.5 分析 𝒂𝒊𝒋 的变化

技术系数𝑎𝑖𝑗的变化使线性规划的约束系数矩阵 𝑨 发生变化。

(1) 若变量𝑥𝑗在最终单纯形表中为非基变量，则𝑎𝑖𝑗的变化

不会使对应的𝑩和𝑩−1发生变化，而只影响𝑃𝑗列，对检

验数有影响，所以灵敏度分析方法同前面讨论的新增

变量的情形；

(2) 若变量𝑥𝑗在最终单纯形表中为基变量，则𝑎𝑖𝑗的变化将

使对应的𝑩和𝑩−1随之发生变化，因此可能出现原问题

和对偶问题均为非可行解的情形。

此时可通过引入人工变量的方法。

𝑩−𝟏b 𝑩−𝟏𝑨

−𝒄𝑩
𝑻 𝑩−𝟏b 𝒄 − 𝒄𝑩

𝑻 𝑩−𝟏𝑨
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5.5 分析 𝒂𝒊𝒋 的变化

cj 2              1               0              0                0

𝒄𝐵 基      b x1                   x2                     x3                    x4                      x5

0      x3        15

0      x4        24

0      x5 5

0              5                1             0                0

6              2                0             1                0

1              1                0             0                1

cj - zj 2              1                0             0                0

3

x’2

8              

4 

1

3

cj 2              1               0              0                0

𝒄𝐵 基      b x1                   x2                     x3                    x4                      x5

0      x3     15/2

2      x1       7/2

1      x2 3/2

0              0                1            5/4           -15/2

1              0                0            1/4             -1/2

0              1                0           -1/4              3/2

cj - zj 0              0                0           -1/4             -1/2

3

x’2

11/2            

1/2 

1/2

3/2

𝑩−𝟏

−𝒄𝑩
𝑻 𝑩−𝟏

初始表

最终表
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5.5 分析 𝒂𝒊𝒋 的变化

cj 2              1               0              0                0

𝒄𝐵 基     b x1                   x2                     x3                  x4                      x5

0      x3     15/2

2      x1       7/2

1      x2 3/2

0              0                1             4              -24

1              0                0            1/2             -2

0              1                0           -1/2              3

cj - zj 0              0                0            1/2             -5

3

x’2

0            

0 

1

0

cj 2              1               0              0                0

𝒄𝐵 基      b x1                   x2                     x3                  x4                      x5

0      x3     15/2

2      x1       7/2

3     x’2 3/2

0 0 -1            -4              24

1              0                0            1/2             -2

0              1                0           -1/2              3

cj - zj 0              0                0            1/2             -5

9

2

3

3     x’2

3

x’2

0            

0 

1

0

-M

x6

1            

0 

0

0

-9

2

3

-M     x6

0             0              -M        ½ - 4M    -5+24M
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5.6  分析增加一个约束条件的变化

增加一个约束条件在实际问题中相当于增添一道工序。

先将原问题最优解的变量值代入新增的约束条件：

(1) 如满足，说明新增约束未起作用，最优解不变；

(2) 如不满足，则需将新增的约束直接反映到最终单纯形表

中再进一步分析。

仍以美佳公司为例，设家电I，II 经调试后，还需经过一道环境试

验工序。家电I每件须环境试验3h，家电II需每件2h，环境试验工

序每天生产能力为12h。试分析增加该工序后的美佳公司最优生产

计划。 3𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 12 𝑥1
∗ = Τ7 2 , 𝑥2

∗ = Τ3 2

3𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥6 = 12
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5.6  分析增加一个约束条件的变化

cj 2              1               0              0                0

𝒄𝐵 基     b x1                   x2                     x3                  x4                      x5

0      x3     15/2

2      x1       7/2

1      x2 3/2

0              0                1            5/4           -15/2

1              0                0            1/4             -1/2

0              1                0           -1/4              3/2

cj - zj 0              0                0           -1/4             -1/2

0

x6

0            

0 

0

1

0

3              2                0              0                 00      x6 12

cj 2              1               0              0                0           0

𝒄𝐵 基      b x1                   x2                      x3                    x4                    x5               x6

0      x3     15/2

2      x1       7/2

1      x2 3/2

0      x6      -3/2

0              0                1            5/4           -15/2        0

1              0                0            1/4             -1/2        0

0              1                0           -1/4              3/2        0

0              0                0           -1/4             -3/2        1

cj - zj 0              0                0           -1/4             -1/2        0

对
偶
单
纯
形
…
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5.6  分析增加一个约束条件的变化

cj 2              1               0              0                0           0

𝒄𝐵 基      b x1                   x2                      x3                    x4                    x5           x6

0      x3         15

2      x1           4

1      x2 0

0      x5           1

0              0                1            5/2               0          -5

1              0                0            1/3               0        -1/3

0              1                0           -1/2               0          1

0              0                0            1/6               1        -2/3

cj – zj 0              0                0           -1/6               0        -1/3



Xu Wei @ NJU / P40

练习

练习：已知某企业计划生产3种产品A、B、C，其资源消耗

与利润如表所示。

A B C 资源量

甲 1 1 1 12

乙 1 2 2 20

利润 5 8 6

问：如何安排产品产量，可获最大利润？

max 𝑧 = 5𝑥1 + 8𝑥2 + 6𝑥3

𝑠. 𝑡. ቐ
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 ≤ 12

𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 ≤ 20
𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ≥ 0
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练习

5 8 6 0 0

cB xB b x1 x2 x3 x4 x5

0 x4 12 1 1 1 1 0

0 x5 20 1 2 2 0 1

0 5 8 6 0 0

5 8 6 0 0

cB xB b x1 x2 x3 x4 x5

5 x1 4 1 0 0 2 -1

8 x2 8 0 1 1 -1 1

84 0 0 -2 -2 -3

初始表

最终表

A B C 资源量

甲 1 1 1 12

乙 1 2 2 20

利润 5 8 6

max 𝑧 = 5𝑥1 + 8𝑥2 + 6𝑥3

ቐ
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 12

𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥5 = 20
𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 ≥ 0
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练习

(1) 𝒄𝟑在什么范围内变化，最优解不变？

(2) 若𝒄𝟏变为10（即产品A的利润变为10），最优生产方案是什么？

(3) 𝒃𝟏在什么范围变化不影响最优生产方案？

(4) 若开发新产品D，该单位产品消耗甲3个单位，乙2个单位，可

得利润10。问投产该产品D是否有利？

(5) 假设现电力供应紧张，最多为13个单位，而生产产品A，B，

C每单位分别需要2、1、3个单位。问该公司的生产方案是否

需要改变？

(6) 若生产产品A的工艺发生改变，生产产品A对甲，乙原材料的

需求分别为2、2，单位产品的利润不变。问最优生产方案如何

变化？



目标规划

(Goal Programming)
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目标规划

例1: 某公司生产3种产品I、II和III，采用4种资源A、B、C

和D，产品价格、每件产品所需资源量和资源总量如下表。

请制定产值最大的生产计划。

产品I 产品II 产品III 资源总量

设备A/h 3 1 2 200

设备B/h 2 2 4 220

材料C/kg 4 5 1 360

材料D/kg 2 3 5 300

价格/(万元/件) 40 30 50
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目标规划

现在决策者由于对企业现状和市场需求的进一步掌握，

感到上述最优解不能直接用于决策，进一步提出一些经营

目标并按优先顺序列出如下：

（1）利润不少于3400万元；

（2）产品I的产量不能超过产品II产量的1.5倍；

（3）产品III的产量不低于30件；

（4）设备能力不足时可以加班，但应尽可能少加班；

（5）材料一定不能超过总量。
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目标规划

max 𝑧 = 40𝑥1 + 30𝑥2 + 50𝑥3

𝑠. 𝑡.

3𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 ≤ 200
2𝑥1 + 2𝑥2 + 4𝑥3 ≤ 220
4𝑥1 + 5𝑥2 + 𝑥3 ≤ 360

2𝑥1 + 3𝑥2 + 5𝑥3 ≤ 300
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0

40𝑥1 + 30𝑥2 + 50𝑥3 ≥ 3400
𝑥1 − 1.5𝑥2 ≤ 0

𝑥3 ≥ 30
3𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 ≤ 200

2𝑥1 + 2𝑥2 + 4𝑥3 ≤ 220
4𝑥1 + 5𝑥2 + 𝑥3 ≤ 360

2𝑥1 + 3𝑥2 + 5𝑥3 ≤ 300
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0

• 约束不能同时满足，也就是说不存在上述约束的可行域。
• 这些约束是矛盾的，属于目标约束问题。
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目标规划

多目标优化问题

例2: 航空公司根据航线一天累积需求随时间的分布、票价和旅

客延误成本来决定一天的航班频率和时刻，要求利润最大、旅

客损失最少和旅客计划延误成本最小，这就是航班计划问题。

这里的计划延误是指由于航班计划的出发时刻与旅客最佳出行

时间不一致造成的延误。一般来说，航班频率越高，计划延误

将越小，则旅客的出行成本越小，服务水平越高。但航班频率

高了，航空公司的运行成本将增加，同时每航班的旅客需求将

减少，造成航班亏损。航班计划的优化应当在这两者之间寻得

平衡。
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假设航线每天早晨7点开始有旅客需求，到晚上23点后没有旅客需

求。该航线的日累积需求分布图由3段直线构成，直线的斜率代表需

求密度，每段直线的斜率不同。该航线航班的可用座位数为125，每

航班成本为15200元，平均票价为650元，旅客计划延误成本为30元/

人·h。出于安全，前后两航班的间隔不小于0.4h，如果旅客计划延误

超过0.6h，旅客就会流失到其它航空公司，航班计划应力求减少旅

客损失。请给出合适的航班计划。
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目标规划
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目标规划

m: 每天的航班频率

li: 第i个航班的客座率

ti: 第i个航班的出港时刻

q(t): 旅客需求密度

Q(t): 累积需求
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根据有关研究成果得，第i航班的期望旅客数为

𝑁 𝑡𝑖 = 125𝑙𝑖 = 2𝑄 𝑡𝑖 − 2𝑄
𝑡𝑖−1 + 𝑡𝑖

2

当𝑡𝑖 −
𝑡𝑖−1+𝑡𝑖

2
=

𝑡𝑖−𝑡𝑖−1

2
> 0.6时，

𝑁 𝑡𝑖 = 2𝑄 𝑡𝑖 − 2𝑄 𝑡𝑖 − 0.6

同时损失旅客数为𝐿 𝑡𝑖 = 2𝑄 𝑡𝑖 − 0.6 − 2𝑄(
𝑡𝑖−1+𝑡𝑖

2
)

旅客计划延误为 𝑤 𝑡𝑖 = 𝑄 𝑡𝑖 − 𝑄
𝑡𝑖−1+𝑡𝑖

2
∙

ℎ 𝑡𝑖

4
+ [𝑄

𝑡𝑖−1+𝑡𝑖

2
− 𝑄 𝑡𝑖 ] ∙

ℎ 𝑡𝑖+1

4

其中 ℎ 𝑡𝑖 = 𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1, ℎ 𝑡𝑖+1 = ℎ 𝑡𝑖 𝑞
𝑡𝑖−1+𝑡𝑖

2
/𝑞(𝑡𝑖)
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max 𝑧1 = 650 ෍

𝑖=1

𝑚

𝑁(𝑡𝑖) − 15200𝑚 − 30 ෍

𝑖=1

𝑚

𝑤(𝑡𝑖)

min 𝑧2 = ෍

𝑖=1

𝑚

𝐿(𝑡𝑖)

min 𝑧3 = 30 ෍

𝑖=1

𝑚

𝑤(𝑡𝑖)

𝑠. 𝑡. ቐ

𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1 ≥ 0.4

1 ≥ 𝑙𝑖 ≥ 0.6
𝑡1 ≥ 7, 𝑡𝑚 ≤ 23

航班计划问题的三个目标一般不
能同时满足，该问题叫做多目标
优化问题 。

目标规划
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目标规划

多目标优化问题的一般形式

➢ 能使所有p个目标函数同时达到最优的可行解定义为多目标优化问题
的绝对最优解。

➢ 如果绝对最优解不存在或不容易解得，将寻求所谓有效解，即Pareto

最优解。该解是满足约束条件的可行解，它使各目标函数值相对于
其它可行解不差，且至少有一个目标函数达到了最优。

min 𝑓1 𝑥 , 𝑓2 𝑥 , ⋯ , 𝑓𝑝 𝑥

𝑠. 𝑡. 𝑔𝑖 𝑥 ≥ 0, 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑚

* 其中𝑓𝑖 𝑥 , 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑝是𝑝个目标函数，如果有些目标函数是

求最大，则取它的相反数，将其转化为求最小的目标函数。

* 𝑔𝑖 𝑥 , 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑚 是约束条件，由它构成可行域𝑅。



Xu Wei @ NJU / P52

目标规划

1. 加权和法 

2. 主要目标法 

3. 加权理想值差法 

目标规划的
数学模型

min 𝑃 𝜆 = ෍

𝑖=1

𝑝

𝜆𝑖𝑓𝑖 𝑥

𝑠. 𝑡. 𝑔𝑖 𝑥 ≥ 0, 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑚

0 ≤ 𝜆𝑖 ≤ 1, ෍

𝑖=1

𝑝

𝜆𝑖 = 1

min 𝑧 = 𝑓1 𝑥

𝑠. 𝑡. 𝑔𝑖 𝑥 ≥ 0, 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑚

𝑙𝑖 ≤ 𝑓𝑖 𝑥 ≤ 𝑢𝑖, 𝑖 = 2,3, ⋯ , 𝑝

min 𝑧 = ෍

𝑖=1

𝑝

𝑤𝑖 𝑓𝑖 𝑥 − 𝑓𝑖
∗

𝑠. 𝑡. 𝑔𝑖 𝑥 ≥ 0
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目标规划

只考虑线性多目标规划问题时，目标规划数学模型可以写成：

正、负偏差量：𝑑𝑖
+𝑑𝑖

− = 0

min 𝑧 = σ𝑖=1
𝑝

𝑤𝑖 𝑓𝑖 𝑥 − 𝑓𝑖
∗

𝑠. 𝑡. 𝐴𝑥 ≥ 𝑏

𝑥 ≥ 0

其中 𝑓𝑖
∗ 是目标函数 𝑓𝑖 𝑥 的目标值，或理想值。

𝑑𝑖
+ =

1

2
𝑓𝑖 𝑥 − 𝑓𝑖

∗ + 𝑓𝑖 𝑥 − 𝑓𝑖
∗

𝑑𝑖
− =

1

2
𝑓𝑖 𝑥 − 𝑓𝑖

∗ − 𝑓𝑖 𝑥 + 𝑓𝑖
∗

min 𝑧 = σ𝑖=1
𝑝

𝑤𝑖 𝑑𝑖
+ + 𝑑𝑖

−

𝑠. 𝑡. 𝐴𝑥 ≥ 𝑏

𝑓𝑖 𝑥 + 𝑑𝑖
− − 𝑑𝑖

+ = 𝑓𝑖
∗

𝑥 ≥ 0; 𝑑𝑖
+, 𝑑𝑖

− ≥ 0, 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑝



Xu Wei @ NJU / P54

目标规划

目标规划的数学模型中对正负

偏差可以采用不同的权值，有 

min 𝑧 = σ𝑖=1
𝑝

𝑤𝑖 𝑑𝑖
+ + 𝑑𝑖

−

𝑠. 𝑡. 𝐴𝑥 ≥ 𝑏

𝑓𝑖 𝑥 + 𝑑𝑖
− − 𝑑𝑖

+ = 𝑓𝑖
∗

𝑥 ≥ 0; 𝑑𝑖
+, 𝑑𝑖

− ≥ 0, 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑝

min 𝑧 = σ𝑖=1
𝑝

𝑤𝑖
+𝑑𝑖

+ + 𝑤𝑖
−𝑑𝑖

−

𝑠. 𝑡. 𝐴𝑥 ≥ 𝑏

𝑓𝑖 𝑥 + 𝑑𝑖
− − 𝑑𝑖

+ = 𝑓𝑖
∗

𝑥 ≥ 0; 𝑑𝑖
+, 𝑑𝑖

− ≥ 0, 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑝
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目标规划

如果把前面的 𝑓𝑖 𝑥 和 𝑓𝑖
∗ 分别看做目标约束条件的左右两项，则目标

规划模型仍然适合于目标约束的情况：

• 目标约束问题主要由于约束条件过于刚性化，通过加入偏差变量使其具有一
定的柔性，可以在一定的范围内变动，从而化“不可行”为“可行”。

• 多目标规划问题主要是因为各目标函数的最优点不重合，如果对各目标函数
降低一些要求，让它们可以在理想点附近变动，这样便可以找到对各目标都
可以“接受”的解。

两种处理思路在数学表达上具有相同的形式

min 𝑧 = 𝑤1
−𝑑1

− + 𝑤2
+𝑑2

+ + 𝑤3
−𝑑3

−

𝑠. 𝑡. 40𝑥1 + 30𝑥2 + 50𝑥3 + 𝑑1
− − 𝑑1

+ = 3400

𝑥1 − 1.5𝑥2 + 𝑑2
− − 𝑑2

+ = 0

𝑥3 + 𝑑3
− − 𝑑3

+ = 30

𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑑𝑖
+, 𝑑𝑖

− ≥ 0, 𝑖 = 1,2,3
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目标规划

• 带有优先级的目标规划

无论是目标约束问题还是多目标规划问题，转化为目标规划后，可能

还是无法找到满足所有指标的最优解，而只能优先满足其中某些指标

要求。此时可以给目标制订相应的优先级，在不能满足所有目标时，

首先应满足优先级较高的指标。

假设决策者一共面临 𝑝 个决策目标,它需根据决策目标的轻重缓急将 𝑝

个决策目标划分为 𝑚 个层次，从第1层次到第 𝑗 层次累计含有 𝐽 𝑗 个决

策目标。𝐽 𝑚 = 𝑝, 𝐽 0 = 0

给每个层次从高到低制定一个优先级 𝑃𝑗, 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑚，并且假定

𝑃1 > 𝑃2 > ⋯ > 𝑃𝑚 或
𝑃𝑗−1

𝑃𝑗
= ∞, 𝑗 = 2,3, ⋯ , 𝑚; 𝑃𝑚 = ∞
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目标规划

更一般的带有优先级的目标规划模型：

根据例1给出的5个指标要求及其优先顺序，给出问题的目标规划模型：

允许加班可以表达为：

但尽可能少加班应表达为：

min 𝑧 = ෍

𝑗=1

𝑚

𝑃𝑗 ෍

𝑖=𝐽 𝑗−1 +1

𝐽 𝑗

𝑤𝑖
+𝑑𝑖

+ + 𝑤𝑖
−𝑑𝑖

−

𝑠. 𝑡. 𝑓𝑖 𝑥 + 𝑑𝑖
− − 𝑑𝑖

+ = 𝑓𝑖
∗, 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑝

𝐴𝑥 ≥ 𝑏

𝑥 ≥ 0; 𝑑𝑖
+, 𝑑𝑖

− ≥ 0, 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑝

3𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑑4
− − 𝑑4

+ = 200

2𝑥1 + 2𝑥2 + 4𝑥3 + 𝑑5
− − 𝑑5

+ = 220

min 𝑤4
+𝑑4

+ + 𝑤5
+𝑑5

+
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min 𝑧 = 𝑃1𝑑1
− + 𝑃2𝑑2

+ + 𝑃3𝑑3
− + 𝑃4 1.1𝑑4

+ + 𝑑5
+

𝑠. 𝑡. 4𝑥1 + 5𝑥2 + 𝑥3 ≤ 360

2𝑥1 + 3𝑥2 + 6𝑥3 ≤ 300

40𝑥1 + 30𝑥2 + 50𝑥3 + 𝑑1
− − 𝑑1

+=3400

𝑥1 − 1.5𝑥2 + 𝑑2
− − 𝑑2

+ = 0

𝑥3 + 𝑑3
− − 𝑑3

+ = 30

3𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑑4
− − 𝑑4

+ = 200

2𝑥1 + 2𝑥2 + 4𝑥3 + 𝑑5
− − 𝑑5

+ = 220

𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,2,3; 𝑑𝑖
+, 𝑑𝑖

− ≥ 0, 𝑖 = 1,2, ⋯ , 5

取 𝑤4
+ = 1.1 > 𝑤5

+ = 1 表示设备 A 增加工时比设备 B 稍微困难。

绝对约束

目标约束
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练习：

某航空公司用某机型飞两条线，平均运输能力是6万客•km/h，正常生

产周利用率是70h。根据市场预测，下周的客运周转量航线I是300万

客•km，航线II是264万客•km，已知航线I和航线II每客•km的利润分别

是0.4元和0.25元。若航线经理只考虑利润最大，则两航线应分别安排

多少飞行h。现航线经理还要考虑其他因素，他制定的管理目标如下：

（1）保证有效飞机周利用率的充分利用；

（2）必要时可加班飞行，但加班飞行小时尽量不超过10h；

（3）努力满足两条航线的需求；

（4）尽量减少加班飞行时间。

问该经理该如何决策？
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目标规划

min 𝑧 = 𝑃1𝑑1
− + 𝑃2𝑑2

+ + 𝑃3 4𝑑3
− + 2.5𝑑4

− + 𝑃4𝑑1
+

𝑠. 𝑡. 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑑1
− − 𝑑1

+ = 70

𝑑1
+ + 𝑑2

− − 𝑑2
+ = 10

𝑥1 + 𝑑3
− − 𝑑3

+ = 50

𝑥2 + 𝑑4
− − 𝑑4

+ = 44
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+, 𝑑𝑖

− ≥ 0, 𝑖 = 1,2,3,4
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