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1.1 对偶问题的提出

假定现有一公司想把

该工厂的生产资源收

购过来，那么它至少

应付出多大的代价，

才能使该工厂愿意放

弃生产活动，出让自

己的资源？

在第1部分的例1中， 我们讨论了如下的生产计划模型：

现在从另一个角度来讨论这个问题

例1.生产计划问题

问产品A, B各生产多少, 可获最大利润?

A        B      备用资源

煤 1         2             30

劳动力 3         2             60

仓库 0         2             24

利润 40       50
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1.1 对偶问题的提出

• 设用𝑦1, 𝑦2, 𝑦3分别表示煤、劳动力和仓库这三种资源的单

位定价。

• 因为用1个单位的煤和3个单位的劳动力可以生产一件产品

A，从而获得40元利润。那么生产每件产品A的资源出让

所得应不低于生产一件产品A的利润，即

𝑦1 + 3𝑦2 ≥ 40

• 同理，将可以生产每件产品B的资源出让的所得应不低于

生产一件产品B的利润，即

2𝑦1 + 2𝑦2 + 2𝑦3 ≥ 50
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1.1 对偶问题的提出

• 要把所有的资源都收购需付出：

𝑤 = 30𝑦1 + 60𝑦2 + 24𝑦3

• 当然收购公司希望用最小的代价把工厂的全部资源收买过

来，故有：

对偶问题
(DUAL)

min 𝑤 = 30𝑦1 + 60𝑦2 + 24𝑦3

𝑦1 + 3𝑦2 ≥ 40

2𝑦1 + 2𝑦2 + 2𝑦3 ≥ 50

𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 ≥ 0

s.t.
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1.1 对偶问题的提出

问最经济的配食方案是什么？
维生素的
销售商

请给维生素A, B, C制
定销售价格？

换个角度
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1.2 线性规划原问题与对偶问题的表达形式

“对称型”原-对偶问题

A 矩阵

y, b   列向量

c 列向量

A      矩阵

x, b   列向量

c 列向量

原问题

max 𝑧 = 𝐜𝑇𝐱

s.t. ቊ
𝐀𝐱 ≤ 𝐛

𝐱 ≥ 𝟎

对偶问题      

min 𝑤 = 𝐛𝑇𝐲

s.t. ቊ
𝐀𝑇𝐲 ≥ 𝐜

𝐲 ≥ 𝟎
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1.2 线性规划原问题与对偶问题的表达形式

原问题

max 𝑧 = 𝐜𝑇𝐱

s.t. ቊ
𝐀𝐱 ≤ 𝐛

𝐱 ≥ 𝟎

对偶问题      

min 𝑤 = 𝐛𝑇𝐲

s.t. ቊ
𝐀𝑇𝐲 ≥ 𝐜

𝐲 ≥ 𝟎

≤

max

bA

𝐜𝑇

m

n

cAT

bT

≥

min

m

n
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1.2 线性规划原问题与对偶问题的表达形式

min 𝑧 = −𝐜𝑇𝐱

s.t. ቊ
−𝐀𝐱 ≥ −𝐛

𝐱 ≥ 𝟎

max 𝑤 = −𝐛𝑇𝐲

s.t. ቊ
−𝐀𝑇𝐲 ≤ −𝐜

𝐲 ≥ 𝟎

min 𝑤 = 𝐛𝑇𝐲

s.t. ቊ
𝐀𝑇𝐲 ≥ 𝐜

𝐲 ≥ 𝟎

max 𝑧 = 𝐜𝑇𝐱

s.t. ቊ
𝐀𝐱 ≤ 𝐛

𝐱 ≥ 𝟎

对偶的定义

对偶的定义

对偶问题的对偶就是原问题！
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1.2 线性规划原问题与对偶问题的表达形式

“非对称型”

max 𝑓 𝑥 = 4𝑥1 + 5𝑥2

s.t.

3𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 20
4𝑥1 − 3𝑥2 ≥ 10

𝑥1 + 𝑥2 = 5

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ± 不限

max 𝑓 𝑥 = 4𝑥1 + 5𝑥′
2 − 5𝑥″

2

s.t.

3𝑥1 + 2𝑥′
2 − 2𝑥″

2 ≤ 20

−4𝑥1 + 3𝑥′
2 − 3𝑥″

2 ≤ −10

𝑥1 + 𝑥′
2 − 𝑥″

2 ≤ 5
−𝑥1 − 𝑥′

2 + 𝑥″
2 ≤ −5

𝑥1, 𝑥′
2, 𝑥″

2 ≥ 0

化为 𝐦𝐚𝐱, ≤ 型
标准问题

min ℎ(𝑤) = 20𝑤1 − 10𝑤2 + 5𝑤3 − 5𝑤4

s.t. ൞

3𝑤1 − 4𝑤2 + 𝑤3 − 𝑤4 ≥ 4
2𝑤1 + 3𝑤2 + 𝑤3 − 𝑤4 ≥ 5

−2𝑤1 − 3𝑤2 − 𝑤3 + 𝑤4 ≥ −5
𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4 ≥ 0

令 𝑦1 = 𝑤1, 𝑦2 = −𝑤2, 𝑦3 =
𝑤3 − 𝑤4, 得：

min 𝑔(𝑦) = 20𝑦1 + 10𝑦2 + 5𝑦3

s.t.൞

3𝑦1 + 4𝑦2 + 𝑦3 ≥ 4
2𝑦1 − 3𝑦2 + 𝑦3 = 5

𝑦1 ≥ 0, 𝑦2 ≤ 0, 𝑦3 ± 不限

对偶变换
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1.2 线性规划原问题与对偶问题的表达形式

对偶关系对应表

         （P）    （D） 

目标函数 max min

目标系数 C b

约束右端 b C

系数矩阵 A AT

函数约束与
变量约束

第k个约束  第k个变量

约束个数=变量个数

（非）规范约束  非负（正）变量

等式约束 自由变量
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1.2 线性规划原问题与对偶问题的表达形式

✓ 练习：

min 𝑧 = 4𝑥1 + 2𝑥2 − 3𝑥3

−𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 6

2𝑥1 + 3𝑥3 ≥ 9

𝑥1 + 5𝑥2 − 2𝑥3 = 4

𝑥1无限制, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0

s.t.

请写出下面线性规划问题的对偶问题。

max 𝑤 = 6𝑦1 + 9𝑦2 + 4𝑦3

−𝑦1 + 2𝑦2 + 𝑦3 = 4

2𝑦1 + 5𝑦3 ≤ 2

3𝑦2 − 2𝑦3 ≤ −3

𝑦1 ≤ 0, 𝑦2 ≥ 0, 𝑦3无限制

s.t.
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𝒙𝑩 𝒙𝑵 𝒙𝑺

0 𝒄𝑵 − 𝒄𝑩
𝑻 𝑩−𝟏𝑵 −𝒄𝑩

𝑻 𝑩−𝟏

−𝒚𝒔𝟏 −𝒚𝒔𝟐 −𝒚

2.1 对偶问题解与原问题解的关系

则原问题单纯形表的检验数行对应其对偶问题的一个可行解

设原问题：

max 𝑧 = 𝑐𝑇𝑥

𝑠. 𝑡. 𝐴𝑥 + 𝑥𝑠 = 𝑏

𝑥, 𝑥𝑠 ≥ 0

其对偶问题：

min 𝑤 = 𝑏𝑇𝑦

𝑠. 𝑡. 𝐴𝑇𝑦 − 𝑦𝑠 = 𝑐

𝑦, 𝑦𝑠 ≥ 0

• 𝒚s1
是对应原问题中基变量 𝒙𝐵的剩余变量

• 𝒚𝑠2
是对应原问题中非基变量 𝒙𝑁的剩余变量

松弛变量 剩余变量

检验数
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项    目 非基变量

𝒙𝑩 𝒙𝑵

基变量

𝒙𝑺

𝟎 𝒙𝑺 𝒃 B N 𝑰

𝝈𝒋 𝒄𝑩 𝒄𝑵 𝟎

项    目 基变量

𝒙𝑩 

非基变量

𝒙𝑵 𝒙𝑺

𝒄𝑩 𝒙𝑩 𝑩−𝟏𝒃 𝑰 𝑩−𝟏𝑵 𝑩−𝟏

𝝈𝒋 0 𝒄𝑵 − 𝒄𝑩
𝑻 𝑩−𝟏𝑵 − 𝒄𝑩

𝑻 𝑩−𝟏

初始单纯形表：

当迭代后基变量为 XB 时：

当 B 为最优基时：  0  0𝒄𝑩 − 𝒄𝑩
𝑻 𝑩−𝟏𝑩 = 𝟎

2.1 对偶问题解与原问题解的关系
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𝒄𝑩 − 𝒄𝑩
𝑇 𝑩−1𝑩 = 𝟎

𝒄𝑵 − 𝒄𝑩
𝑇 𝑩−1𝑵 ≤ 𝟎

𝒄 − 𝒄𝑩
𝑇 𝑩−1𝑨 ≤ 𝟎

−𝒄𝑩
𝑇 𝑩−1 ≤ 𝟎

𝑨𝑇𝒚 ≥ 𝒄

𝒚 ≥ 𝟎
令 𝒚𝑇 = 𝒄𝑩

𝑇 𝑩−1 由此可见，𝑦是对偶
问题的一个可行解。

将这个解代入对偶问题的目标函数，有

𝑤 = 𝒃𝑇𝒚 = 𝒚𝑇𝒃 = 𝒄𝑩
𝑇 𝑩−1𝒃 = 𝒄𝑩

𝑇 𝒙𝑩 = 𝑧

即当原问题为最优解时，这时对偶问题为可行解，且两者具有

相同的目标函数值。

2.1 对偶问题解与原问题解的关系
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例：设产品 A, B 产量为 𝑥1, 𝑥2，𝑧为利润

ቐ

3𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 48
3𝑥1 + 4𝑥2 + 𝑥4 = 120

𝑥1, … , 𝑥4 ≥ 0

max 𝑧 = 5𝑥1 + 6𝑥2

ቐ

3𝑥1 + 𝑥2 ≤ 48
3𝑥1 + 4𝑥2 ≤ 120

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

机器台时

劳动工时

2.1 对偶问题解与原问题解的关系
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𝒙 = 8, 24 𝑇，𝑧 = 184

                               5        6        0         0

𝒙𝑩 𝑏 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4

0       𝑥3 48         3        1        1          0

0       𝑥4 120        3      (4)       0          1

0         5        6        0          0

0       𝑥3 18      (9/4)     0        1        -1/4

6       𝑥2 30       3/4       1        0        1/4

180      1/2      0        0        -3/2

5       𝑥1 8 1        0       4/9      -1/9

6       𝑥2 24        0         1      -1/3      1/3        

184       0         0      -2/9    -13/9

𝑩−1

𝑩
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𝑠. 𝑡. ቐ
3𝑦1 + 3𝑦2 − 𝑦3 + 𝑦5 = 5

𝑦1 + 4𝑦2 − 𝑦4 + 𝑦6 = 6
𝑦1~𝑦6 ≥ 0

min 𝑤 = 48𝑦1 + 120𝑦2 + 𝑀𝑦5 + 𝑀𝑦6

𝑠. 𝑡. ቐ
3𝑦1 + 3𝑦2 ≥ 5

𝑦1 + 4𝑦2 ≥ 6
𝑦1, 𝑦2 ≥ 0

min 𝑤 = 48𝑦1 + 120𝑦2

对偶问题：

2.1 对偶问题解与原问题解的关系

max 𝑧 = 5𝑥1 + 6𝑥2

ቐ

3𝑥1 + 𝑥2 ≤ 48
3𝑥1 + 4𝑥2 ≤ 120

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

机器台时

劳动工时

标准化
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48      120      0      0       𝑀 𝑀

𝑦𝐵 𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦4 𝑦5 𝑦6

M y5 5         3         3      -1     0        1      0     

M 𝑦6 6         1 4      0     -1        0      1 

11M 48-4M        120-7M M M 0      0

M       𝑦5 1/2                9/4                0            -1          3/4               1          -3/4

120 𝑦2 3/2 1/4        1  0     -1/4      0 1/4

180+1/2M 18-9/4M 0      M 30-3/4M 0  -30+7/4M

48   𝑦1 2/9        1 0     -4/9   1/3       4/9    -1/3

120    𝑦2 13/9       0         1     1/9    -1/3     -1/9     1/3

𝒚 = Τ2 9 , Τ13 9 𝑇，𝑤 = 184

184        0         0      8      24       M-8    M-24
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2.2 弱对偶性



𝑗=1

𝑛

𝑐𝑗 ҧ𝑥𝑗 ≤ 

𝑖=1

𝑚

𝑏𝑖 ത𝑦𝑖 𝑐𝑇 ҧ𝑥 ≤ 𝑏𝑇 ത𝑦

证明： 
ൠ

𝐴 ҧ𝑥 ≤ 𝑏
ത𝑦 ≥ 0

⇒ ത𝑦𝑇𝐴 ҧ𝑥 ≤ ത𝑦𝑇𝑏

ൠ𝐴𝑇 ത𝑦 ≥ 𝑐
ҧ𝑥 ≥ 0

⇒ ҧ𝑥𝑇𝐴𝑇 ത𝑦 ≥ ҧ𝑥𝑇𝑐

             ⇒ ത𝑦𝑇𝐴 ҧ𝑥 ≥ ҧ𝑥𝑇𝑐

⇒ ҧ𝑥𝑇𝑐 ≤ ത𝑦𝑇𝑏

⇒ 𝑐𝑇 ҧ𝑥 ≤ 𝑏𝑇 ത𝑦

如果 ҧ𝑥𝑗 𝑗 = 1, … , 𝑛 是原问题的可行解，ത𝑦𝑖 𝑖 = 1, … , 𝑚 是其对

偶问题的可行解，则恒有 
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2.2 弱对偶性

由弱对偶性，可得出以下的推论：

➢ 原问题有可行解且目标函数值无界，则其对偶问题无可

行解；反之，对偶问题有可行解且目标函数值无界，则其

原问题无可行解。

（注意：逆命题不成立）

➢ 若原问题有可行解而对偶问题无可行解，则原问题目标

函数值无界；反之，对偶问题有可行解而原问题无可行解，

则对偶问题的目标函数值无界。
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2.3 最优性



𝑗=1

𝑛

𝑐𝑗 ො𝑥𝑗 = 

𝑖=1

𝑚

𝑏𝑖 ො𝑦𝑖

如果 ො𝑥𝑗 𝑗 = 1, … , 𝑛 是原问题的可行解， ො𝑦𝑖 𝑖 = 1, … , 𝑚 是其对

偶问题的可行解，且有

则 ො𝑥𝑗 𝑗 = 1, … , 𝑛 是原问题的最优解， ො𝑦𝑖 𝑖 = 1, … , 𝑚 是其对偶

问题的最优解。

证明：设 𝐱∗, 𝐲∗ 分别是原问题和对偶问题的最优解，则 

ቋ
𝑐𝑇 ො𝑥 ≤ 𝑐𝑇𝑥∗, 𝑏𝑇 ො𝑦 ≥ 𝑏𝑇𝑦∗

𝑐𝑇 ො𝑥 = 𝑏𝑇 ො𝑦
⇒ 𝑐𝑇𝑥∗ ≥ 𝑏𝑇𝑦∗

再由弱对偶性：𝑐𝑇𝑥∗ ≤ 𝑏𝑇𝑦∗

⇒ 𝑐𝑇 ො𝑥 = 𝑐𝑇𝑥∗ = 𝑏𝑇𝑦∗ = 𝑏𝑇 ො𝑦
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2.4 强对偶性（对偶定理）

若原问题与其对偶问题均具有可行解，则两者均具有最优解，

且它们的最优解的目标函数值相等。

证明：

• 由于两者均有可行解，根据弱对偶性推论，原问题的目标

函数值具有上界，对偶问题的目标函数值具有下界。

 因此，两者均具有最优解。

• 由前面的讨论知，当原问题为最优解，即 𝐵 为最优基时，

𝑦𝑇 = 𝑐𝐵
𝑇𝐵−1 是其对偶问题的可行解，且两者目标函数值

相等。由最优性条件，得此 𝑦 即为最优解。
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2.5 互补松弛性（松紧定理）

在线性规划问题的最优解中，如果对应某一约束条件的对偶

变量值为非零，则该约束条件条件取严格等式；反之，如果

约束条件取严格不等式，则其对应的对偶变量为零。

原问题：

𝑚𝑎𝑥 𝑧 = 𝑐𝑇𝑥

𝐴𝑥 + 𝑥𝑠 = 𝑏

𝑥, 𝑥𝑠 ≥ 0

①

②

𝑥 =

𝑥1

⋮
𝑥𝑛

𝑥𝑠 =

𝑥𝑠1

⋮
𝑥𝑠𝑚

若 ො𝑦𝑖 > 0，则有σ𝑗=1
𝑛 𝑎𝑖𝑗 ො𝑥𝑗 = 𝑏𝑖，即 ො𝑥𝑠𝑖 = 0;

若σ𝑗=1
𝑛 𝑎𝑖𝑗 ො𝑥𝑗 < 𝑏𝑖，即 ො𝑥𝑠𝑖 > 0，则有 ො𝑦𝑖 = 0.

ො𝑥𝑠𝑖 ∙ ො𝑦𝑖 = 0
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2.5 互补松弛性（松紧定理）

证明：设 ො𝐱, ො𝐲 分别是原问题和对偶问题的最优解，则 



𝑗=1

𝑛

𝑐𝑗 ො𝑥𝑗 ≤ 

𝑖=1

𝑚



𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖𝑗 ො𝑥𝑗 ො𝑦𝑖 ≤ 

𝑖=1

𝑚

𝑏𝑖 ො𝑦𝑖

𝑖=1

𝑚

𝑎𝑖𝑗 ො𝑦𝑖 ≥ 𝑐𝑗, 

𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖𝑗 ො𝑥𝑗 ≤ 𝑏𝑖

又根据最优性：σ𝑗=1
𝑛 𝑐𝑗 ො𝑥𝑗 = σ𝑖=1

𝑚 𝑏𝑖 ො𝑦𝑖，

故 σ𝑖=1
𝑚 σ𝑗=1

𝑛 𝑎𝑖𝑗 ො𝑥𝑗 − 𝑏𝑖 ො𝑦𝑖 = 0。 

因为： ො𝑦𝑖 ≥ 0, σ𝑗=1
𝑛 𝑎𝑖𝑗 ො𝑥𝑗 − 𝑏𝑖 ≤ 0，故 σ𝑗=1

𝑛 𝑎𝑖𝑗 ො𝑥𝑗 − 𝑏𝑖 ො𝑦𝑖 = 0。

当 ො𝑦𝑖 ≥ 0时，必有σ𝑗=1
𝑛 𝑎𝑖𝑗 ො𝑥𝑗 − 𝑏𝑖 = 0；当σ𝑗=1

𝑛 𝑎𝑖𝑗 ො𝑥𝑗 − 𝑏𝑖 ≤ 0，

必有 ො𝑦𝑖 = 0。
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2.6 互补松弛性的应用

例. 已知线性规划问题

min 𝑧 = 2𝑥1 + 3𝑥2 + 5𝑥3 + 2𝑥4 + 3𝑥5

s. t. 𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4 + 3𝑥5 ≥ 4

2𝑥1 − 𝑥2 + 3𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5 ≥ 3

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 ≥ 0

✓其对偶问题的最优解为 𝑦1 = Τ4 5 , 𝑦2 = Τ3 5，

试应用对偶理论求原问题的解。
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2.6 互补松弛性的应用

✓ 将 𝑦1 = Τ4 5 , 𝑦2 = Τ3 5的值代

入，得知②③④为严格不等式，

于是由互补松驰性，必有：

𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0

解：写出对偶问题：

max 𝑤 = 4𝑦1 + 3𝑦2

𝑦1 + 2𝑦2 ≤ 2 ①

𝑦1 − 𝑦2 ≤ 2 ②

2𝑦1 + 3𝑦2 ≤ 5 ③

𝑦1 + 𝑦2 ≤ 2 ④

3𝑦1 + 𝑦2 ≤ 2 ⑤

𝑦1, 𝑦2 ≥ 0

✓ 又因 𝑦1, 𝑦2 > 0，故原问题的两个约束条件必为紧约束，即有

𝑥1 + 3𝑥5 = 4

2𝑥1 + 𝑥5 = 3

解得  𝑥1 = 𝑥5 = 1    即 𝒙∗ = 1,0,0,0,1 𝑇, 𝑧∗ = 5



3. 影子价格

第二章 线性规划的对偶理论
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3.1 对偶解的经济意义

𝑧 = 𝑐𝐵
𝑇𝐵−1𝑏 + 𝑐𝑁 − 𝑐𝐵

𝑇𝐵−1𝑁 𝑥𝑁 (※)

𝑧 = 𝑧(𝑏) 𝑏为资源数

对(※)求偏导：

对偶解𝑦：𝑏的单位改变量所引起的目标函数值的改

变量。

𝜕𝑧

𝜕𝑏
= 𝑐𝐵

𝑇𝐵−1 = 𝑦𝑇
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𝑤 = 𝑦1 … 𝑦𝑚

𝑏1

⋮
𝑏𝑚

= 𝑏1𝑦1 + 𝑏2𝑦2 + ⋯ + 𝑏𝑚𝑦𝑚

𝑏𝑖 ：第 𝑖 种资源的数量； 𝑦𝑖 ：对偶解；

𝑦𝑖 ：反映𝑏𝑖 的边际效益(边际成本)

3.1 对偶解的经济意义

当 𝑏𝑖 增加∆𝑏𝑖,其它资源数量不变时,目标函数的增
量

∆𝑧 = ∆𝑏𝑖𝑦𝑖
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3.2 影子价格

由前面的经济解释可知,𝑦𝑖的大小与系统内资源对目标的

贡献有关，是资源的一种估价，称为影子价格。

(Shadow Price)

注：这种估价不是资源的市场价格。

市场价格是已知数，相对较稳定；而影子价格则有赖于资源的利

用情况，是未知数。当企业的生产任务、产品结构等等发生变化

时，资源的影子价格也会随之改变，它是一种动态价格。
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3.3 影子价格的应用

即某资源对偶解 > 0 ，该资源有利可图，可增加此种资源量；

某资源对偶解为0，则不增加此种资源量。

① 影子价格的大小客观地反映了资源在系统内的稀缺程度

•  根据互补松弛定理的条件，如果某一资源在系统内供大于

求，其影子价格就为零。

•  即增加该资源的供应不会引起系统目标的任何变化。

•  如果某一资源是稀缺资源（即相应约束条件的剩余变量为

零），则影子价格必然大于零。

•  影子价格越高，资源在系统中越稀缺。



Xu Wei @ NJU / P34

即直接用影子价格与市场价格相比较，进行决策，是否买

入该资源。

3.3 影子价格的应用

② 影子价格实际上是一种机会成本

•  在完全市场经济条件下，当某种资源的市场价格低于影

子价格时，企业应买进该资源用于扩大再生产；

•  而当某种资源的市场价格高于影子价格时，企业应卖掉

已有资源。

•  随着资源的买进卖出，其影子价格也将发生变化，一直

到影子价格与市场价格保持同等水平时，才处于平衡。
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3.4 例子-1

某企业拟生产A、B两种产品，需利用一种原材料并经过车、刨两

台机床加工，加工的工时定额、每天可用工时和原材料以及两种

产品可能获得的利润如下表所示：

要求：1）拟定一个获利最大的生产计划；

2）若以单价0.8元再购入少量原材料投入生产是否合算？

为什么？ 若决定购买，最多购入多少原材料？

单件产品的资源利用 每天可利用的

资源产品A 产品B

车床

刨床

原材料

1（小时/件）

0（小时/件）

3（公斤/件）

0（小时/件）

2（小时/件）

4（公斤/件）

8（小时）

12（小时）

36（公斤）

可获得利润（元/件） 3 5
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3.4 例子-2

max 

𝑖=1

𝑛

𝑣𝑖𝑥𝑖

s.t.


𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖𝑥𝑖 ≤ 𝐶

𝑥𝑖 ≥ 0, ∀𝑖

假设现有 𝑛 种物品，重量分别为 𝑤𝑖，价值为 𝑣𝑖，在总重量不超过

载重限制 𝐶 的情况下，如何填充背包可使总价值最高（每种物品

可以只取走一部分，若只取走部分则价值也会等比例减少）。

min 𝐶𝑦

s.t. ቊ
𝑤𝑖𝑦 ≥ 𝑣𝑖 , ∀𝑖

𝑦 ≥ 0

⇒ ቐ
𝑦 ≥

𝑣𝑖

𝑤𝑖
, ∀𝑖

𝑦 ≥ 0

对偶

𝑥𝑖 𝑦 −
𝑣𝑖

𝑤𝑖
= 0, ∀𝑖

➢ 若 𝑥𝑖 > 0，即填充该物品到背包中，则 𝑦 =
𝑣𝑖

𝑤𝑖
；又 𝑦 ≥

𝑣𝑖

𝑤𝑖
, ∀𝑖，

所以最佳方案是填充单位重量价值最大的物品。
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例：无套利资产定价
Arbitrage–Free Asset Pricing

考虑一个有 𝑛 种不同资产进行交易的市场。我们关注某一时期内资产的表现，

显然表现会受到这一时期内事件的影响。为简单起见，我们假设在一个时期

末有 𝑚 种可能的状态。假设对于持有的每单位资产𝑖 ∈ 1, … , 𝑛 ，如果其期末

状态为𝑠 ∈ 1, … , 𝑚 ，我们可以收到 𝑟𝑠𝑖 美元的回报，即有下列𝑚 × 𝑛的回报矩

阵𝑹：

𝑹 =

𝑟11 ⋯ 𝑟1𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑟𝑚1 ⋯ 𝑟𝑚𝑛

用𝑥𝑖 ∈ ℝ表示持有资产 𝑖 的数量，如果 𝑥𝑖 ≥ 0，那么在期末状态 𝑠 发生的情况

下，我们可以获得 𝑟𝑠𝑖𝑥𝑖 美元；反之，如果 𝑥𝑖 < 0，那么对资产𝑖，我们是空头，

这意味着在期初我们卖出 𝑥𝑖 单位的资产𝑖，并承诺在期末回购。如果状态 𝑠

发生，我们需要支付 𝑟𝑠𝑖 𝑥𝑖 美元，显然这等于收到回报 𝑟𝑠𝑖𝑥𝑖 美元。

3.4 例子-3
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例：无套利资产定价

显然，给定初始投资组合 𝐱 = 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ，在期末状态 𝑠 实现的情况下，获得

的财富回报是：

𝑤𝑠 = 

𝑖=1

𝑛

𝑟𝑠𝑖𝑥𝑖

令 𝐰 = 𝑤1, … , 𝑤𝑚 ，那么 𝐰 = 𝑹𝐱 。

金融学中最基本的问题之一是确定期初资产价格。

• 假设用 𝑝𝑖 表示期初资产 𝑖 的价格，令 𝐩 = 𝑝1, … , 𝑝𝑛 ，那么投资组合 𝐱 的

成本就是 𝐩𝑇𝐱。

• 金融理论中一个基本假设是价格不应产生套利机会，即没有投资者能从负

投资中获取非负回报。[A fundamental assumption in finance theory is

that the prices at the beginning of the period should not give rise to

arbitrage opportunities, i.e., no investor should be able to get a non-

negative payoff (for any state) out of a negative investment.]

3.4 例子-2
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例：无套利资产定价

因此，无套利假设可以表示为：

if 𝑹𝐱 ≥ 𝟎, then 𝐩𝑇𝐱 ≥ 0 （1）

那么，现在给定一个回报矩阵 𝑹，是否存在无套利的资产价格呢？即

如何进行期初资产定价，才能保证无套利？

定理 当且仅当存在 (𝑞1, … , 𝑞𝑚) ∈ ℝ+
𝑚 使得资产 𝑖 ∈ 1, … , 𝑛 的价格为

𝑝𝑖 = σ𝑠=1
𝑚 𝑞𝑠𝑟𝑠𝑖时，不存在套利机会（即条件 (1) 成立）。

min 𝐩𝑇𝐱

s.t. 𝐑𝐱 ≥ 𝟎

max 𝟎𝑇𝐪

s.t. ቊ
𝐑𝑇𝐪 = 𝐩

𝐪 ≥ 𝟎

证明：构造如下互为对偶的两个线性规划问题：

3.4 例子-2
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例：无套利资产定价

首先，存在 (𝑞1, … , 𝑞𝑚) ∈ ℝ+
𝑚 使得资产 𝑖 ∈ 1, … , 𝑛 的价格为 𝑝𝑖 = σ𝑠=1

𝑚 𝑞𝑠𝑟𝑠𝑖，

即线性规划问题(b)有可行解，且任意可行解都是最优解，最优目标函数值就

是零。如果𝐑𝐱 ≥ 𝟎，即线性规划问题(a)也有可行解。根据弱对偶定理，对互

为对偶的这两个问题的任意可行解 𝐱 和 𝐪 ，两者的目标函数值有如下关系：

𝐩𝑇𝐱 ≥ 𝟎𝑇𝐪 = 𝟎

min 𝐩𝑇𝐱

s.t. 𝐑𝐱 ≥ 𝟎

max 𝟎𝑇𝐪

s.t. ቊ
𝐑𝑇𝐪 = 𝐩

𝐪 ≥ 𝟎

(a) (b)

所以，无套利假设（即条件（1））成立。

反过来，如果不存在套利机会，即线性规划问题(a)有可行解，且最优目标函

数值等于零。因此，其对偶问题(b)一定也有可行解。因为，如果(b)没有可行

解，那么(a)的目标函数就没有下界，这和最优目标函数值等于零矛盾！

3.4 例子-2
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