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3.3 单纯形法迭代原理

单纯形法的基本思路：

从一个初始的基本可行解出发，经过判断，如果是最优

解，则结束；否则经过基变换得到另一个改善的基本可

行解，如此一直进行下去，直到找到最优解。

(1) 确定初始基本可行解

(2) 最优性检验和解的判别

(3)  从一个基本可行解转换到相邻的基本可行解
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例:  max 𝑧𝑧 = 40𝑥𝑥1 + 50𝑥𝑥2
s. t. 𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 = 30

3𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4 = 60

2𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥5 = 24

𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥5 ≥ 0

单纯形法解释：

3.3 单纯形法迭代原理
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解：(1) 确定初始可行解

𝐵𝐵1 = 𝑃𝑃3 𝑃𝑃4 𝑃𝑃5 = I

𝑧𝑧 = 0 + 40𝑥𝑥1 + 50𝑥𝑥2
𝑥𝑥3 = 30 − 𝑥𝑥1 − 2𝑥𝑥2
𝑥𝑥4 = 60 − 3𝑥𝑥1 − 2𝑥𝑥2
𝑥𝑥5 = 24 − 2𝑥𝑥2

令 𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥2 = 0

𝐱𝐱(1) = 0,0, 30, 60,24 𝑇𝑇 , 𝑧𝑧(1) = 0

3.3 单纯形法迭代原理
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(2) 判定解是否最优

𝑧𝑧 = 0 + 40𝑥𝑥1 + 50𝑥𝑥2

当 𝑥𝑥1从0 ↗ 或 𝑥𝑥2从0 ↗时，𝑧𝑧从0 ↗

∴ 𝐱𝐱(1) 不是最优解

3.3 单纯形法迭代原理
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(3) 由一个基可行解 → 另一个基可行解。

∵ 50 > 40 ∴选𝑥𝑥2从0 ↗，𝑥𝑥1 = 0

𝑥𝑥3 = 30 − 2𝑥𝑥2 ≥ 0, 𝑥𝑥2 ≤
30
2

𝑥𝑥4 = 60 − 2𝑥𝑥2 ≥ 0, 𝑥𝑥2 ≤
60
2

𝑥𝑥5 = 24 − 2𝑥𝑥2 ≥ 0, 𝑥𝑥2 ≤
24
2

𝑥𝑥2 = min
30
2

,
60
2

,
24
2

= 12

𝑥𝑥2进基变量，𝑥𝑥5出基变量。

3.3 单纯形法迭代原理
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𝐵𝐵2 = 𝑃𝑃3 𝑃𝑃4 𝑃𝑃2
𝑧𝑧 = 0 + 40𝑥𝑥1 + 50𝑥𝑥2 ④

𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥2 = 30 − 𝑥𝑥1 ①

𝑥𝑥4 + 2𝑥𝑥2 = 60 − 3𝑥𝑥1 ②

2𝑥𝑥2 = 24 − 𝑥𝑥5 ③

3.3 单纯形法迭代原理

③×
𝟏𝟏
𝟐𝟐
，③代入④式，①－③，②－③

z = 600 + 40𝑥𝑥1 − 25𝑥𝑥5
𝑥𝑥3 = 6 − 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥5
𝑥𝑥4 = 36 − 3𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥5
𝑥𝑥2 = 12 − ⁄1 2 𝑥𝑥5

令𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥5 = 0

𝐱𝐱(2) = 0,12, 6, 36,0 𝑇𝑇

𝑧𝑧(2) = 600
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(2)' 判断

∵ 40 > 0 ∴ 𝐱𝐱(2)不是最优解

(3)' 选 𝑥𝑥1从 0 ↗， 𝑥𝑥5 = 0

�
𝑥𝑥3 = 6 − 𝑥𝑥1 ≥ 0
𝑥𝑥4 = 36 − 3𝑥𝑥1 ≥ 0
𝑥𝑥2 = 12 ≥ 0

𝑥𝑥1 = min
6
1

,
36
3

= 6

𝑥𝑥1进基， 𝑥𝑥3出基。

3.3 单纯形法迭代原理
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𝐵𝐵3 = 𝑃𝑃1 𝑃𝑃4 𝑃𝑃2

𝑧𝑧 = 840 − 40𝑥𝑥3 + 15𝑥𝑥5
𝑥𝑥1 = 6 − 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥5
𝑥𝑥4 = 18 + 3𝑥𝑥3 − 2𝑥𝑥5
𝑥𝑥2 = 12 − ⁄1 2 𝑥𝑥5

令 𝑥𝑥3 = 𝑥𝑥5 = 0

𝐱𝐱(3) = 6,12, 0, 18,0 𝑇𝑇，𝑧𝑧(3) = 840

3.3 单纯形法迭代原理
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(2)"  ∵ 15 > 0 ∴ 𝐱𝐱(𝟑𝟑)不是最优解

(3)" 选 𝒙𝒙𝟓𝟓 从 𝟎𝟎 ↗，𝒙𝒙𝟑𝟑 = 𝟎𝟎

�
𝑥𝑥1 = 6 + 𝑥𝑥5 ≥ 0
𝑥𝑥4 = 18 − 2𝑥𝑥5 ≥ 0
𝑥𝑥2 = 12 − ⁄1 2 𝑥𝑥5 ≥ 0

𝑥𝑥5 = min
18
2

,
18
⁄1 2

= 9

𝑥𝑥5进基，𝑥𝑥4出基。

3.3 单纯形法迭代原理
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𝐵𝐵4 = 𝑃𝑃1 𝑃𝑃5 𝑃𝑃2

𝑧𝑧 = 975 − ⁄35
2 𝑥𝑥3 − ⁄15

2 𝑥𝑥4
𝑥𝑥1 = 15 + ⁄1 2 𝑥𝑥3 − ⁄1 2 𝑥𝑥4
𝑥𝑥5 = 9 + ⁄3 2 𝑥𝑥3 − ⁄1 2 𝑥𝑥4
𝑥𝑥2 = ⁄15

2 − ⁄3 4 𝑥𝑥3 + ⁄1 4 𝑥𝑥4

令𝑥𝑥3 = 𝑥𝑥4 = 0

𝐱𝐱(4) = 15, 15
2

, 0, 0,9
𝑇𝑇
，𝑧𝑧(4) = 975

3.3 单纯形法迭代原理
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3.3 单纯形法迭代原理
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3.3 单纯形法迭代原理

(1) 确定初始基本可行解

一般约束条件的变量系数矩阵中总会存在一个单位矩阵：

max 𝑧𝑧 = �
𝑗𝑗=1

𝑛𝑛

𝑐𝑐𝑗𝑗𝑥𝑥𝑗𝑗

𝑠𝑠. 𝑡𝑡. �
𝑗𝑗=1

𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑗𝑗𝑃𝑃𝑗𝑗 = 𝑏𝑏

𝑥𝑥𝑗𝑗 ≥ 0(𝑗𝑗 = 1, … ,𝑛𝑛)

𝑃𝑃1,𝑃𝑃2, … ,𝑃𝑃𝑚𝑚 =
1 0 ⋯ 0
0 1 ⋯ 0
⋮
0

⋮
0

⋱ ⋮
⋯ 1

𝐱𝐱 = 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑚𝑚, 𝑥𝑥𝑚𝑚+1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 𝑇𝑇

= 𝑏𝑏1, … , 𝑏𝑏𝑚𝑚, 0, … , 0 𝑇𝑇



Xu Wei @ NJU / P13

3.3 单纯形法迭代原理

例如，通过建模得到的一般线性规划模型如下：

max 𝑧𝑧 = 2𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2

𝑠𝑠. 𝑡𝑡.

3𝑥𝑥1 + 5𝑥𝑥2 ≤ 15
6𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 ≤ 12
2𝑥𝑥1 + 3𝑥𝑥2 ≤ 6
𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 ≥ 0 max 𝑧𝑧 = 2𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2 + 0𝑥𝑥3 + 0𝑥𝑥4 + 0𝑥𝑥5

𝑠𝑠. 𝑡𝑡.

3𝑥𝑥1 + 5𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 = 15
6𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4 = 12
2𝑥𝑥1 + 3𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥5 = 6
𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4, 𝑥𝑥5 ≥ 0

(1) 确定初始基本可行解

因此， 0,0,15,12,6 𝑇𝑇是一个初始基本可行解。
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3.3 单纯形法迭代原理

将基本可行解 𝐱𝐱(0) 代入目标函数得：

𝒙𝒙𝑩𝑩 = 𝑩𝑩−𝟏𝟏𝒃𝒃 − 𝑩𝑩−𝟏𝟏𝑵𝑵𝒙𝒙𝑵𝑵

𝑧𝑧 = 𝒄𝒄𝑩𝑩𝑻𝑻𝑩𝑩−𝟏𝟏𝒃𝒃 + 𝒄𝒄𝑵𝑵𝑻𝑻 − 𝒄𝒄𝑩𝑩𝑻𝑻𝑩𝑩−𝟏𝟏𝑵𝑵 𝒙𝒙𝑵𝑵

令 𝝈𝝈𝒋𝒋 = 𝒄𝒄𝑵𝑵𝑻𝑻 − 𝒄𝒄𝑩𝑩𝑻𝑻𝑩𝑩−𝟏𝟏𝑵𝑵 𝒋𝒋

是最优解

不是最优解

≤ 0,∀𝑗𝑗

> 0,∃𝑗𝑗
“检验数”或“判别数”

𝑧𝑧(0) = �
𝑖𝑖=1

𝑚𝑚

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖0

(2) 最优性检验和解的判别
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3.3 单纯形法迭代原理

仅变换一个基变量

• 进基变量的确定

根据 𝜎𝜎𝑘𝑘 = max
𝑗𝑗

𝜎𝜎𝑗𝑗|𝜎𝜎𝑗𝑗 > 0 ，确定 𝑥𝑥𝑘𝑘 为进基变量。

• 出基变量的确定

原则是保持解的可行性，也就是说，要使原基本可行

解的某一个正分量变为零，同时保持其余分量为非负。

(3) 从一个基本可行解转换到相邻的基本可行解
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3.3 单纯形法迭代原理

假设现有基本可行解 𝒙𝒙(0) = 𝑥𝑥10, 𝑥𝑥20,⋯ , 𝑥𝑥𝑚𝑚0 , 0,⋯0 𝑇𝑇,则

要保证 𝒙𝒙(1) = 𝑥𝑥10 − 𝜃𝜃𝑎𝑎1𝑘𝑘 , 𝑥𝑥20 − 𝜃𝜃𝑎𝑎2𝑘𝑘 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑚𝑚0 − 𝜃𝜃𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚 , 0,⋯ ,𝜃𝜃,⋯ , 0 𝑇𝑇是

一个基本可行解,必须

𝑥𝑥10𝐩𝐩1 + 𝑥𝑥20𝐩𝐩2 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑚𝑚0 𝐩𝐩𝑚𝑚 = 𝐛𝐛

𝐩𝐩𝑘𝑘 = 𝑎𝑎1𝑘𝑘𝐩𝐩1 + 𝑎𝑎2𝑘𝑘𝐩𝐩2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚𝐩𝐩𝑚𝑚

𝑥𝑥10 − 𝜃𝜃𝑎𝑎1𝑘𝑘 𝐩𝐩1 + 𝑥𝑥20 − 𝜃𝜃𝑎𝑎2𝑘𝑘 𝐩𝐩2 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑚𝑚0 − 𝜃𝜃𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚 𝐩𝐩𝑚𝑚 + 𝜃𝜃𝐩𝐩𝑘𝑘 = 𝐛𝐛

𝑥𝑥𝑖𝑖0 − 𝜃𝜃𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 ≥ 0 ⟹ 𝜃𝜃 = min
𝑖𝑖

𝑥𝑥𝑖𝑖0
𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 > 0 =
𝑥𝑥𝑙𝑙0

𝑎𝑎𝑙𝑙𝑙𝑙

(3) 从一个基本可行解转换到相邻的基本可行解
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1 0 ⋯ 0
0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1
0 0 ⋯ 0
0 0 ⋯ 0

0 0 ⋯ 0

𝑎𝑎1𝑘𝑘 0 ⋯ 0
𝑎𝑎2𝑘𝑘 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑎𝑙𝑙−1,𝑘𝑘 0 ⋯ 0
𝑎𝑎𝑙𝑙𝑙𝑙 0 ⋯ 0
𝑎𝑎𝑙𝑙+1,𝑘𝑘 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚 0 ⋯ 1

𝑏𝑏1
𝑏𝑏2
⋮

𝑏𝑏𝑙𝑙−1
𝑏𝑏𝑙𝑙
𝑏𝑏𝑙𝑙+1
⋮
𝑏𝑏𝑚𝑚

3.3 单纯形法迭代原理

𝑷𝑷𝟏𝟏 𝑷𝑷𝟐𝟐 … 𝑷𝑷𝒍𝒍−𝟏𝟏 𝑷𝑷𝒌𝒌 𝑷𝑷𝒍𝒍+𝟏𝟏 …    𝑷𝑷𝒎𝒎 𝒃𝒃 𝑷𝑷𝒍𝒍 𝑷𝑷𝒌𝒌

进行初等变换

形成单位矩阵

• 旋转运算

旋转主元

（Pivot Element）



4. 单纯形法计算步骤

第一章 线性规划
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单纯形法的基本思路：

从一个初始的基本可行解出发，经过判断，如果是最优

解，则结束，否则经过基变换得到另一个改善的基本可

行解，如此一直进行下去，直到找到最优解。

第1步：求初始基可行解，列出初始单纯形表。

第2步：最优性检验。

第3步：从一个基可行解转换到相邻的目标函数值更大的
基可行解，列出新的单纯形表。

第4步：重复第2、3步，一直到计算结束为止。

单纯形法的基本思路
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单纯形法的基本步骤

非标准形的LP问题 标准的LP问题

设法使约束方程
的系数矩阵中包
含 一 个 单 位 阵

以此作为基求
出问题的一个
初始基可行解

为了书写规范和便于计算，对单纯形的计算有一种专门的

表格，称为单纯形表。

 含初始基可行解的单纯形表 —— 初始单纯形表

 含最优基可行解的单纯形表 —— 最终单纯形表
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第1步 - 求初始基可行解，列出初始单纯形表

cj c1 …    cm …      cj                      …          cn

CB 基 b x1      … xm … xj … xn

c1 x1          b1

c2      x2       b2

： ： ：

： ： ：

cm 𝑥𝑥𝑚𝑚 𝑏𝑏𝑚𝑚

1              0     …      a1j                   …          a1n

0              0     …      a2j                   …          a2n

： ： ： ：

： ： ： ：

0              1     …      𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚 …          𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑐𝑐𝑗𝑗 − 𝑧𝑧𝑗𝑗 0     …     0     …                        …𝑐𝑐𝑗𝑗 −�
𝑖𝑖=1

𝑚𝑚

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑐𝑐𝑛𝑛 −�
𝑖𝑖=1

𝑚𝑚

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖

基变量 基变量的取值
检验数
𝝈𝝈𝒋𝒋

𝑃𝑃𝑗𝑗 = 𝑎𝑎1𝑗𝑗𝑃𝑃1 + 𝑎𝑎2𝑗𝑗𝑃𝑃2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑃𝑃𝑚𝑚
(𝑗𝑗 = 𝑚𝑚 + 1,⋯ ,𝑛𝑛)
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第2步 – 最优性检验

cj c1 …    cm …      cj …          cn

CB 基 b x1      … xm … xj … xn

c1 x1          b1

c2      x2       b2

： ： ：

： ： ：

cm xm bm

1              0     …      a1j                   …          a1n

0              0     …      a2j                   …          a2n

： ： ： ：

： ： ： ：

0              1     …      𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚 …          𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚

cj - zj 0     …     0     …                        … 𝑐𝑐𝑛𝑛 −�
𝑖𝑖=1

𝑚𝑚

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖

• 所有检验数≤ 0，且基变量中不含人工变量时，即为最优解。

• 当表中存在 𝑐𝑐𝑗𝑗 − 𝑧𝑧𝑗𝑗 > 0 时，如有 𝑷𝑷𝑗𝑗 ≤ 𝟎𝟎，则问题为无界解。

• 如果都不是，下一步……

𝑐𝑐𝑗𝑗 −�
𝑖𝑖=1

𝑚𝑚

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖
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第3步 – 换基

 换入变量 = 进基变量 = Entering Variable

 根据 𝜎𝜎𝑘𝑘 = max
𝑗𝑗

𝜎𝜎𝑗𝑗|𝜎𝜎𝑗𝑗 > 0 ，确定 𝑥𝑥𝑘𝑘为换入变量

 换出变量 = 出基变量 = Leaving Variable

 按 𝜃𝜃规则计算，可确定 𝑥𝑥𝑙𝑙 为换出变量

确定换入变量和换出变量

𝜃𝜃 = min 𝑏𝑏𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 > 0 =
𝑏𝑏𝑙𝑙
𝑎𝑎𝑙𝑙𝑙𝑙
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旋转运算 Pivoting

𝑃𝑃𝑘𝑘 =

𝑎𝑎1𝑘𝑘
𝑎𝑎2𝑘𝑘
⋮
𝑎𝑎𝑙𝑙𝑙𝑙
⋮

𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚

变换为

0
0
⋮
1
⋮
0

以 𝑎𝑎𝑙𝑙𝑙𝑙 为主元素 (pivot number) 进行迭代，得到新的单纯

形表。

第3步 – 换基
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cj c1 …      cl …    cm  … cj            …    ck   …

CB 基 b x1   … xl … xm … xj … xk    …
c1 x1          b1

： ： ：

ck xk

： ： ：

cm xm bm

1                      …     0  … …   0    …

： ： ： ： ：

0                       …     0 … …   1    …

： ： ： ： ：

0                      …     1 … …  0    …

cj - zj 0   …                …    0  …                   …  0    … k k

lk

c z
a
−

− ( ) ( )lj
j j k k

lk

a
c z c z

a
− − −

1
1

k

lk

ab
a

− ⋅

mk
m

lk

ab
a

− ⋅

l

lk

b
a

1k

lk

a
a

−

1
lka

mk

lk

a
a

−

lj

lk

a
a

1 1
lj

j k
lk

a
a a

a
− ⋅

lj
mj mk

lk

a
a a

a
− ⋅

1

2

k

k

lk

mk

a
a

a

a

 
 
 
 
 
 
 
  
 





第3步 – 换基

旋转运算 Pivoting



Xu Wei @ NJU / P26

例1：用单纯形法求解线性规划问题

max 𝑧𝑧 = 2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2
5𝑥𝑥2 ≤ 15

6𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 ≤ 24

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 ≤ 5

𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 ≥ 0

𝑠𝑠. 𝑡𝑡.

第4步 – 重复2、3步直到计算结束



Xu Wei @ NJU / P27

单纯形计算例题

例2：某航空食品公司利用甲、乙、丙三种原料生产

A1、A2、A3和A4四种食品，每月可供应该公司的原

料及每种食品可获利情况如下表所示，试求该食品公

司每月应如何安排生产计划，才能使总利润最大。

1500300025002000利润（元/吨）

2000121丙

3003110乙

5002211甲

每月原料供
应量（吨）A4A3A2A1

消耗 食品

原料

1500300025002000利润（元/吨）

2000121丙

3003110乙

5002211甲

每月原料供
应量（吨）A4A3A2A1

消耗 食品

原料
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解：此问题的线性规划模型为

max 𝑧𝑧 = 2000𝑥𝑥1 + 2500𝑥𝑥2 + 3000𝑥𝑥3 + 1500𝑥𝑥4
𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥4 ≤ 500

𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3+ 3𝑥𝑥4 ≤ 300
𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 ≤ 200

𝑥𝑥𝑖𝑖 ≥ 0(𝑖𝑖 = 1,2,3,4)

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥5 = 500
𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥6 = 300

𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥7 = 200
𝑥𝑥𝑖𝑖 ≥ 0(𝑖𝑖 = 1,2, … , 7)

化为标准型：

𝑠𝑠. 𝑡𝑡.

𝑠𝑠. 𝑡𝑡.

max 𝑧𝑧 = 2000𝑥𝑥1 + 2500𝑥𝑥2 + 3000𝑥𝑥3 + 1500𝑥𝑥4
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单纯法求解

cB xB b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

2000 2500 3000 1500 0 0 0

x5

x6

x7

0
0
0

500
300
200

1
0
1

1
1
2

2
1
1

2
3
0

1
0
0

0
1
0

0
0
1

0 2000 2500 3000 1500 0 0 0−𝑧𝑧 3000

θ
250
300
2002001

初始单纯形表

0-1-1 -1100
0-3-1 -2

x33000 1

100

重新计算检验数，结果如下页

检验数判别 换基迭代非基变量检验数为

𝑐𝑐𝑗𝑗 −�
𝑖𝑖=1

𝑚𝑚

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑗𝑗 = 1,2, . . . ,𝑛𝑛

计算θ

𝜃𝜃 = min
𝑏𝑏𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖

|𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 > 0 =
𝑏𝑏𝑙𝑙
𝑎𝑎𝑙𝑙𝑙𝑙
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-500

cB xB b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

2000 2500 3000 1500 0 0 0

x5

x6

0
0

200 1 2 1

2
3
0

1
0
0

0
1
0

-1

-1000-3500 1500 0 0 -3000-z 0

50
θ

33.3
--1

第2张单纯形表

0-1-1100
0-3-1 -2

x33000 1

100
1x41500 1/3-1/3-1/333.3

0

-2/3033.3
-1/3

-1/3 -7/3 -4/3

0 -2500-500 -3000-650000

计算θ

𝜃𝜃 = min
𝑏𝑏𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖

|𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 > 0 =
𝑏𝑏𝑙𝑙
𝑎𝑎𝑙𝑙𝑙𝑙

非基变量检验数为

𝑐𝑐𝑗𝑗 −�
𝑖𝑖=1

𝑚𝑚

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑗𝑗 = 1,2, . . . ,𝑛𝑛−𝑧𝑧 = −𝐜𝐜𝑇𝑇𝑩𝑩 = −�
𝑖𝑖=1

𝑚𝑚

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖

检验数判别

最终单纯形表
Final Simplex tableau
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1. 目标函数极小化时解的最优性判别。

 所有检验数 𝜎𝜎𝑗𝑗 ≥ 0

2. 退化解。

 有时存在两个以上相同的最小值，从而使下

一个表的基可行解中出现一个或多个基变量

等于零的退化解。

𝜃𝜃 = min
𝑖𝑖

𝑏𝑏𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖

|𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 > 0

几种特殊情形的讨论
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例3：max 𝒛𝒛 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙𝟐𝟐

𝟑𝟑𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟒𝟒𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟔𝟔

𝟒𝟒𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟐𝟐

𝟑𝟑𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟑𝟑

𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐 ≥ 𝟎𝟎

𝟑𝟑𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟒𝟒𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒙𝒙𝟑𝟑 = 𝟔𝟔

𝟒𝟒𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒙𝒙𝟒𝟒 = 𝟐𝟐

𝟑𝟑𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒙𝒙𝟓𝟓 = 𝟑𝟑

𝒙𝒙𝟏𝟏, … ,𝒙𝒙𝟓𝟓 ≥ 𝟎𝟎

几种特殊情形的讨论

2. 退化解。
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10     12      0      0      0

XB                b x1                x2               x3                x4                 x5                     θi

0 x3 6        3       4      1      0      0      3/2

0    x4               2        4       1      0      1      0      2/1

0    x5 3        3       2     0       0      1      3/2  

0       10      12     0      0       0 

12   x2             3/2      3/4      1     1/4     0      0      2

0    x4              1/2     13/4     0     -1/4     1      0     2/13

0    x5              0 3/2      0     -1/2     0      1      0

18        1      0     -3       0      0      

12   x2             3/2       0      1     1/2      0    -1/2

0    x4            1/2       0      0      5/6     1    -13/6 

10   x1                 0       1      0     -1/3     0     2/3

18      0      0     -8/3     0    -2/3  

(   )

(    ) 



Xu Wei @ NJU / P34

退化解

𝒛𝒛𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎 = 𝟏𝟏𝟏𝟏

𝒙𝒙∗ = (𝟎𝟎,
𝟑𝟑
𝟐𝟐

,𝟎𝟎,
𝟏𝟏
𝟐𝟐

,𝟎𝟎)𝑻𝑻

但是，退化解情形有可能

出现迭代计算的死循环！
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死循环的例子

min 𝑧𝑧 = −
3
4
𝑥𝑥1 + 150𝑥𝑥2 −

1
50

𝑥𝑥3 + 6𝑥𝑥4

subject to
1
4
𝑥𝑥1 − 60𝑥𝑥2 −

1
25

𝑥𝑥3 + 9𝑥𝑥4 ≤ 0

1
2
𝑥𝑥1 − 90𝑥𝑥2 −

1
50

𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥4 ≤ 0

𝑥𝑥3 ≤ 1
𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4 ≥ 0
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basic x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 rhs 
-z 0 0 -2/25 18 1 1 0 0 
x1 1 0 8/25 -84 -12 8 0 0 
x2 0 1 1/500 -1/2 -1/15 1/30 0 0 
x7 0 0 1 0 0 0 1 1 

 
basic x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 rhs 

-z ¼ 0 0 -3 -2 3 0 0 
x3 25/8 0 1 -525/2 -75/2 25 0 0 
x2 -1/160 1 0 1/40 1/120 -1/60 0 0 
x7 -25/8 0 0 525/2 75/2 -25 1 1 

 
basic x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 rhs 

-z -1/2 120 0 0 -1 1 0 0 
x3 -125/2 10500 1 0 50 -150 0 0 
x4 -1/4 40 0 1 1/3 -2/3 0 0 
x7 125/2 -10500 0 0 -50 150 1 1 

 
basic x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 rhs 

-z -7/4 330 1/50 0 0 -2 0 0 
x5 -5/4 210 1/50 0 1 -3 0 0 
x4 1/6 -30 -1/150 1 0 1/3 0 0 
x7 0 0 1 0 0 0 1 1 

 
basic x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 rhs 

-z -3/4 150 -1/50 6 0 0 0 0 
x5 1/4 -60 -1/25 9 1 0 0 0 
x6 1/2 -90 -1/50 3 0 1 0 0 
x7 0 0 1 0 0 0 1 1 

 

和初始基可行
解相同

每一张单纯形
表对应的都是
同一个顶点，
只是基不相同


		basic

		x1

		x2

		x3

		x4

		x5

		x6

		x7

		rhs



		-z

		0

		0

		-2/25

		18

		1

		1

		0

		0



		x1

		1

		0

		8/25

		-84

		-12

		8

		0

		0



		x2

		0

		1

		1/500

		-1/2

		-1/15

		1/30

		0

		0



		x7

		0

		0

		1

		0

		0

		0

		1

		1





		basic

		x1

		x2

		x3

		x4

		x5

		x6

		x7

		rhs



		-z

		¼

		0

		0

		-3

		-2

		3

		0

		0



		x3

		25/8

		0

		1

		-525/2

		-75/2

		25

		0

		0



		x2

		-1/160

		1

		0

		1/40

		1/120

		-1/60

		0

		0



		x7

		-25/8

		0

		0

		525/2

		75/2

		-25

		1

		1





		basic

		x1

		x2

		x3

		x4

		x5

		x6

		x7

		rhs



		-z

		-1/2

		120

		0

		0

		-1

		1

		0

		0



		x3

		-125/2

		10500

		1

		0

		50

		-150

		0

		0



		x4

		-1/4

		40

		0

		1

		1/3

		-2/3

		0

		0



		x7

		125/2

		-10500

		0

		0

		-50

		150

		1

		1





		basic

		x1

		x2

		x3

		x4

		x5

		x6

		x7

		rhs



		-z

		-7/4

		330

		1/50

		0

		0

		-2

		0

		0



		x5

		-5/4

		210

		1/50

		0

		1

		-3

		0

		0



		x4

		1/6

		-30

		-1/150

		1

		0

		1/3

		0

		0



		x7

		0

		0

		1

		0

		0

		0

		1

		1





		basic

		x1

		x2

		x3

		x4

		x5

		x6

		x7

		rhs



		-z

		-3/4

		150

		-1/50

		6

		0

		0

		0

		0



		x5

		1/4

		-60

		-1/25

		9

		1

		0

		0

		0



		x6

		1/2

		-90

		-1/50

		3

		0

		1

		0

		0



		x7

		0

		0

		1

		0

		0

		0

		1

		1
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 为避免出现计算循环，可采用Bland(1974)准则: 

(1) 当存在多个𝜎𝜎𝑗𝑗 > 0时，始终选取下标值为最小的变

量作为换入变量；

(2) 当计算 θ 值出现两个或以上相同的最小比值时，

始终选取下标值为最小的变量作为换出变量；

几种特殊情形的讨论

2. 退化解。
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前例中，在第5张表时我们运用Bland法则，得：

几种特殊情形的讨论
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3. 无穷多解。

 当所有检验数𝜎𝜎𝑗𝑗 ≤ 0时，如果对某个非基变量𝑥𝑥𝑗𝑗有
𝜎𝜎𝑗𝑗 = 0，且可以找到𝜃𝜃 > 0。

 这表明可以找到另一个顶点（基可行解），其目标

函数值也到达最大。

 由于可行域为凸集，所以该两点连线上的点也属于

可行域，且目标函数值相等，即有无穷多解。

 如果所有非基变量的𝜎𝜎𝑗𝑗 < 0，则LP问题有唯一解。

几种特殊情形的讨论
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例4: max 𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐

𝒙𝒙𝟏𝟏 ≤ 𝟒𝟒
𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟑𝟑
𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟖𝟖
𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐 ≥ 𝟎𝟎

𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝒙𝒙𝟑𝟑 = 𝟒𝟒
𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒙𝒙𝟒𝟒 = 𝟑𝟑
𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒙𝒙𝟓𝟓 = 𝟖𝟖
𝒙𝒙𝟏𝟏, … ,𝒙𝒙𝟓𝟓 ≥ 𝟎𝟎

几种特殊情形的讨论

3. 无穷多解。
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1     2     0      0      0  

cB xB b             x1            x2             x3               x4              x5

0     x3 4      1     0     1      0      0

0     x4               3      0     1     0      1      0

0     x5              8      1     2     0      0      1

0      1     2     0      0      0

0     x3              4      1     0     1      0      0      

2     x2              3      0     1     0      1      0     

0     x5 2 1     0     0      -2     1       

(接下表)

6     1     0     0      -2     0
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1     2      0      0      0 

cB xB b             x1              x2               x3               x4               x5

0     x3 2      0      0      1      2    -1

2     x2               3      0      1      0      1     0

1     x1 2      1      0      0     -2     1

8      0      0      0      0     -1

0     x4               1      0      0     1/2     1    -1/2      

2     x2              2      0      1    -1/2     0     1/2     

1     x1              4 1      0      1      0      0 

8      0      0      0      0     -1
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𝐱𝐱(1) = 2,3 𝑧𝑧(1) = 8

𝐱𝐱(2) = 4,2 𝑧𝑧(2) = 8
无穷多解

全部解：𝐱𝐱 = 𝛼𝛼 2
3 + 1 − 𝛼𝛼 4

2 , (0≤ 𝛼𝛼≤ 1)
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例5：max 𝒛𝒛 = 𝟒𝟒𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝒙𝒙𝟐𝟐
−𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟐𝟐

𝒙𝒙𝟏𝟏 − 𝟒𝟒𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟒𝟒

𝒙𝒙𝟏𝟏 − 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟖𝟖

𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐 ≥ 𝟎𝟎

−𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒙𝒙𝟑𝟑 = 𝟐𝟐

𝒙𝒙𝟏𝟏 − 𝟒𝟒𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒙𝒙𝟒𝟒 = 𝟒𝟒

𝒙𝒙𝟏𝟏 − 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒙𝒙𝟓𝟓 = 𝟖𝟖

𝒙𝒙𝟏𝟏, … ,𝒙𝒙𝟓𝟓 ≥ 𝟎𝟎

4. 无界解。

 当表中存在 𝜎𝜎𝑗𝑗 > 0 时有 𝑃𝑃𝑗𝑗 ≤ 0，则问题为无界解。

几种特殊情形的讨论
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4      1     0      0      0

cB xB b   x1       x2       x3      x4       x5

0 x3         2        -1     1     1      0      0

0       x4         4         1     -4    0      1      0

0        x5        8         1     -2    0      0      1

0        4     1     0      0      0

几种特殊情形的讨论

4. 无界解。
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4      1       0       0        0
cB xB b   x1       x2          x3        x4         x5

0        x3          6         0      -3        1       1       0

4        x1          4         1      -4        0       1       0

0        x5          4         0       2        0      -1      1

16        0     17       0      -4       0

0 x3         12        0       0        1    -1/2    3/2

4 x1         12        1       0        0      -1       2

1 x2          2         0       1        0    -1/2    1/2 

50        0       0        0    9/2    -17/2
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本问题无界。

𝒙𝒙𝟏𝟏

𝒙𝒙𝟐𝟐

O

𝒛𝒛 = 𝟎𝟎



5. 单纯形法的进一步讨论

第一章 线性规划



Xu Wei @ NJU / P49

• 前面的例子中，化为标准形式后约束条件的系数矩阵都

含有单位矩阵，可以作为初始可行基。

• 如果化为标准形式的约束条件的系数矩阵中不存在单位

矩阵呢？

• 如何建立初始单纯形表？

5.1 引言

例：max 𝑧𝑧 = −3𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥3

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 ≤ 4

−2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥3 ≥ 1

3𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 = 9

𝑥𝑥1 , 𝑥𝑥2 , 𝑥𝑥3 ≥ 0

s.t.
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5.2 人工变量法 – 大M法

max 𝑧𝑧 = −3𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥3 + 0 𝑥𝑥4 + 0 𝑥𝑥5

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥4 = 4

−2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥5 = 1

3𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 = 9

𝑥𝑥1 , 𝑥𝑥2 , 𝑥𝑥3 , 𝑥𝑥4 , 𝑥𝑥5 ≥ 0

𝑠𝑠. 𝑡𝑡.

可以添加两列单位

向量P6 ，P7，连同

约束条件中的向量

P4构成单位矩阵。

max 𝑧𝑧 = −3𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥3 + 0 𝑥𝑥4 + 0 𝑥𝑥5 −𝑴𝑴 𝒙𝒙𝟔𝟔 −𝑴𝑴 𝒙𝒙𝟕𝟕
𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 + 𝒙𝒙𝟒𝟒 = 4

−2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥5 + 𝒙𝒙𝟔𝟔 = 1

3𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 + 𝒙𝒙𝟕𝟕 = 9

𝑥𝑥1 , 𝑥𝑥2 , 𝑥𝑥3 , 𝑥𝑥4 , 𝑥𝑥5 , 𝑥𝑥6 , 𝑥𝑥7 ≥ 0

𝑠𝑠. 𝑡𝑡.

人工
变量

−𝑀𝑀
罚因子
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5.2 人工变量法 – 大M法

最终单纯形表：

-3       0       1      0       0      -M        -M

CB        XB b   x1        x2        x3        x4       x5         x6               x7

0 x4         0        0       0      0      1    -1/2    1/2        -1/2

0       x2        5/2    -1/2    1      0      0    -1/4    1/4         1/4

1        x3       3/2     3/2    0      1     0      4/3    -3/4        1/4

-9/2    0     0     0      -3/4  -M+3/4   -M-1/4
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5.2 人工变量法 – 大M法

判定无解条件: 当进行到最优表时，仍有人工变量在基中，

且≠0，则说明原问题无可行解。

max 𝑧𝑧 = 2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 ≤ 2

2𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 ≥ 6

𝑥𝑥1 , 𝑥𝑥2 ≥ 0

s.t.

max 𝑧𝑧 = 2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 0𝑥𝑥3 + 0𝑥𝑥4 −𝑀𝑀𝑀𝑀5

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 = 2

2𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥5 = 6

𝑥𝑥1 , 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4, 𝑥𝑥5 ≥ 0
s.t.
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5.2 人工变量法 – 大M法

2            1            0          0          -M

𝐜𝐜𝑩𝑩 𝐱𝐱𝑩𝑩 𝐛𝐛 x1                 x2                x3             x4              x5         

0 x3         2           1            1            1          0           0

-M    x5         6           2            2            0          -1          1

cj - zj 2+2M     1+2M       0         -M         0

2        x1 2           1             1            1          0           0

-M     x5 2          0             0            -2         -1          1

cj - zj 0            -1        -2-2M      -M         0
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5.3 两阶段法

• 大𝑀𝑀是一个很大的数,但计算机处理时取多大呢?

• 两阶段法不用确定𝑀𝑀具体值，可用于计算机求解。

• 第一阶段：先求解一个目标函数中只包含人工变量的

线性规划问题，判断其有否可行解：

– 当人工变量取值为 0 时，这时的最优解就是原线性规划问题的一

个基可行解；

– 如果最优解的基变量中含有非零的人工变量，则原线性规划问题

无可行解。

• 第二阶段：有可行解时去掉人工变量再求解。
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5.3 两阶段法

max 𝑧𝑧 = −3𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥3 + 0 𝑥𝑥4 + 0 𝑥𝑥5

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥4 = 4

−2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥5 = 1

3𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 = 9

𝑥𝑥1 , 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4, 𝑥𝑥5 ≥ 0

𝑠𝑠. 𝑡𝑡.

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 + 𝒙𝒙𝟒𝟒 = 4

−2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥5 + 𝒙𝒙𝟔𝟔 = 1

3𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 + 𝒙𝒙𝟕𝟕 = 9

𝑥𝑥1 , 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4, 𝑥𝑥5, 𝑥𝑥6, 𝑥𝑥7 ≥ 0

𝑠𝑠. 𝑡𝑡.

max 𝑧𝑧 = −3𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥3 + 0 𝑥𝑥4 + 0 𝑥𝑥5 −𝑴𝑴 𝒙𝒙𝟔𝟔 −𝑴𝑴 𝒙𝒙𝟕𝟕
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5.3 两阶段法

第一阶段的线性规划问题：

min 𝑧𝑧 = 𝑥𝑥6 + 𝑥𝑥7

第二阶段去除人工变量，目标函数回归到：

max 𝑧𝑧 = −3𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥3 + 0 𝑥𝑥4 + 0 𝑥𝑥5

(max 𝑧𝑧 = − 𝑥𝑥6 − 𝑥𝑥7)

max 𝑧𝑧 = −3𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥3 + 0 𝑥𝑥4 + 0 𝑥𝑥5 −𝑴𝑴 𝒙𝒙𝟔𝟔 −𝑴𝑴 𝒙𝒙𝟕𝟕

从第一个阶段的最后一张单纯形表出发，继续用单纯形法计算。

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥4 = 4

−2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥5 + 𝑥𝑥6 = 1

3𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥7 = 9

𝑥𝑥1 , 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4, 𝑥𝑥5, 𝑥𝑥6, 𝑥𝑥7 ≥ 0

𝑠𝑠. 𝑡𝑡.
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单纯形法全流程回顾

添加松驰变量、人工变量、列出初始单纯形表

计算非基变量各列的检验数 𝜎𝜎𝑗𝑗

基变量中
有否非零的
人工变量

所有
𝜎𝜎𝑗𝑗 ≤ 0？

有否非基
变量检验数

为零

对任一
𝜎𝜎𝑗𝑗 > 0有否
𝑃𝑃𝑃𝑃 ≤ 0

迭代换基

是

无界解
是

否
唯一
最优解

否

无可行解
是否

1

2

3

4 5

无穷多最优解
是

最优解

是
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