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最大流的对偶问题

• 最大流问题的线性规划模型：

max  𝑊

𝑠. 𝑡.



(𝑠,𝑗)∈𝐴

𝑓𝑠𝑗 − 

𝑗,𝑠 ∈𝐴

𝑓𝑗𝑠 = 𝑊



(𝑡,𝑗)∈𝐴

𝑓𝑡𝑗 − 

𝑗,𝑡 ∈𝐴

𝑓𝑗𝑡 = −𝑊



(𝑖,𝑗)∈𝐴

𝑓𝑖𝑗 − 

(𝑗,𝑖)∈𝐴

𝑓𝑗𝑖 = 0, 𝑖 ≠ 𝑠, 𝑡

0 ≤ 𝑓𝑖𝑗 ≤ 𝑐𝑖𝑗

• 对偶问题是求最小割吗？
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最大流的对偶问题

• 改写最大流问题的线性规划模型：

max 

(𝑠,𝑗)∈𝐴

𝑓𝑠𝑗

𝑠. 𝑡. 

(𝑖,𝑘)∈𝐴

𝑓𝑖𝑘 − 

𝑘,𝑗 ∈𝐴

𝑓𝑘𝑗 = 0, ∀𝑘 ∈ 𝑁, 𝑘 ≠ 𝑠, 𝑡

𝑓𝑖𝑗 ≤ 𝑐𝑖𝑗, ∀ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐴

𝑓𝑖𝑗 ≥ 0, ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴

← 𝑦𝑖𝑗  (容量限制约束的对偶变量)

𝑢𝑘 (流平衡约束的对偶变量)
↓ 

min 

(𝑖,𝑗)∈𝐴

𝑐𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗

𝑠. 𝑡. 𝑢𝑗 + 𝑦𝑠𝑗 ≥ 1, ∀ 𝑠, 𝑗 ∈ 𝐴

𝑢𝑗 − 𝑢𝑖 + 𝑦𝑖𝑗 ≥ 0, ∀ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐴, 𝑖 ≠ 𝑠, 𝑗 ≠ 𝑡

−𝑢𝑖 + 𝑦𝑖𝑡 ≥ 0, ∀ 𝑖, 𝑡 ∈ 𝐴

𝑦𝑖𝑗 ≥ 0, 𝑢𝑖自由
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最大流的对偶问题

• 最大流问题的对偶问题：

min 

(𝑖,𝑗)∈𝐴

𝑐𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗

𝑠. 𝑡. 𝑦𝑠𝑗 ≥ 1 − 𝑢𝑗, ∀ 𝑠, 𝑗 ∈ 𝐴

𝑦𝑖𝑗 ≥ 𝑢𝑖 − 𝑢𝑗, ∀ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐴, 𝑖 ≠ 𝑠, 𝑗 ≠ 𝑡

𝑦𝑖𝑡 ≥ 𝑢𝑖 − 0, ∀ 𝑖, 𝑡 ∈ 𝐴

𝑦𝑖𝑗 ≥ 0, 𝑢𝑖自由

min 

(𝑖,𝑗)∈𝐴

𝑐𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗

𝑠. 𝑡. 𝑢𝑗 + 𝑦𝑠𝑗 ≥ 1

𝑢𝑗 − 𝑢𝑖 + 𝑦𝑖𝑗 ≥ 0

−𝑢𝑖 + 𝑦𝑖𝑡 ≥ 0

𝑦𝑖𝑗 ≥ 0, 𝑢𝑖自由

• 最终的等价模型：

min 

(𝑖,𝑗)∈𝐴

𝑐𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗

𝑠. 𝑡. 𝑦𝑖𝑗 ≥ 𝑢𝑖 − 𝑢𝑗, 𝑦𝑖𝑗 ≥ 0, ∀ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐴

𝑢𝑠 = 1, 𝑢𝑡 = 0
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最大流的对偶问题

• 可进一步写为：

min 

(𝑖,𝑗)∈𝐴

𝑐𝑖𝑗 𝑢𝑖 − 𝑢𝑗 +

𝑠. 𝑡. 𝑢𝑠 = 1, 𝑢𝑡 = 0

• 其对应流网络上的最小割问题。

• 𝑆 = 𝑖, 𝑢𝑖 = 1 ,𝑇 = 𝑖, 𝑢𝑖 = 0  两个集合定义了一个割。

• 𝑆 ⊆ 𝑉, 𝑇 = 𝑉 − 𝑆,且 𝑠 ∈ 𝑆, 𝑡 ∈ 𝑇。割(𝑆, 𝑇)的容量定义

𝐶 𝑆, 𝑇 = 

𝑖∈𝑆, 𝑗∈𝑇

𝑐𝑖𝑗

• 结合上述线性规划的全幺模性（Totally-unimodularity），可得

原问题和对偶问题最优值相等，即最大流-最小割定理。



5. 最小费用流问题

第七章 图与网络
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5.1 最小费用流—模型

• 给定网络𝐺 = (𝑉, 𝐴, 𝐶, 𝑑 )和经过网络的流量𝑊( 𝑓 ) = 𝑣，

求流在网络上的最佳分布，使总费用最小。

min 𝑑(𝑓) = 

(𝑖,𝑗)∈𝐴

𝑑𝑖𝑗𝑓𝑖𝑗



(𝑠,𝑗)∈𝐴

𝑓𝑠𝑗 − 

𝑗,𝑠 ∈𝐴

𝑓𝑗𝑠 = 𝑣



(𝑡,𝑗)∈𝐴

𝑓𝑡𝑗 − 

(𝑗,𝑡)∈𝐴

𝑓𝑗𝑡 = −𝑣



(𝑖,𝑗)∈𝐴

𝑓𝑖𝑗 − 

(𝑗,𝑖)∈𝐴

𝑓𝑗𝑖 = 0, 𝑖 ≠ 𝑠, 𝑡

0 ≤ 𝑓𝑖𝑗 ≤ 𝐶𝑖𝑗
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5.2 最小费用增广链

• 增广链费用，最小费用增广链。

• 对于最小费用可行流，沿最小费用增广链调整流，可使

流增加，并保持流费用最小。

• 给定初始最小费用可行流，求最小费用增广链，若存在，

则沿该增广链调整网络流，直到达到给定的网络流或不

存在增广链为止，后一种情况为最小费用最大流。

• 若给定网络流超过最大流，则不可能实现。
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5.2 最小费用增广链

• 生成最小费用可行流的剩余网络：

– 将饱和弧反向

– 将非饱和非零流弧加一反向弧

– 零流弧不变

– 所有前向弧的权为该弧的费用，后向弧的权为该弧费用的相反数

• 剩余网络又叫长度网络

• 最小费用增广链对应剩余网络的最短路
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5.3 最小费用流—例题

𝑣𝑖

(𝑓𝑖𝑗 ,𝑐𝑖𝑗 ,𝑑𝑖𝑗)
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5.3 最小费用流—例题

第1次剩余网络最短路
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𝐷 = 4
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5.3 最小费用流—例题

(5
，

5
，

2
)

(0，10，3)

sv

1v

2v 3v

tv

第1次调整网络流
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5.3 最小费用流—例题

第2次剩余网络最短路

𝐷 = 6
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5.3 最小费用流—例题
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5.3 最小费用流—例题

第3次剩余网络最短路
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5.3 最小费用流—例题
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5.3 最小费用流—例题

剩余网络已不存在最短路
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5.3 最小费用流—例题
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5.3 最小费用流—练习

 

• 如图所示网络中，有向边旁的数字为(𝑐𝑖𝑗 , 𝑑𝑖𝑗)，𝑐𝑖𝑗表示容

量，𝑑𝑖𝑗表示单位流量费用，试求从𝑣𝑠到𝑣𝑡流量为6的最小

费用流。
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5.4 一般形式的最小费用流问题

min 𝑐(𝐱) = 

(𝑖,𝑗)∈𝐴

𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗

𝑠. 𝑡.  

(𝑖,𝑗)∈𝐴

𝑥𝑖𝑗 − 

(𝑗,𝑖)∈𝐴

𝑥𝑗𝑖 = 𝑑𝑖, ∀𝑖 ∈ 𝑉

 𝑙𝑖𝑗 ≤ 𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑢𝑖𝑗

— 容量受限的转运问题

— 对于单源单汇的情形，寻找从 𝑠 流到 𝑡 的给定流量的最

小费用流，是经典的最小费用流问题

0 ≤ 𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑢𝑖𝑗

𝑑𝑖 > 0,  supply node/source

𝑑𝑖 < 0,  demand node/sink

𝑑𝑖 = 0,  transshipment node

令 𝑑𝑠 = 𝑣, 𝑑𝑡 = −𝑣, 𝑑𝑖 = 0 当𝑖 ≠ 𝑠, 𝑡 即可。
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最小费用流问题的特例

• 最短路问题

令所有弧的容量下界为 0，容量上界为 1。图中某个节点 s 的

供需量为 1，某个节点 t 的供需量为 -1。再令所有弧的费用为

“弧长”，则此时的最小费用流问题就是最短路问题。

• 运输问题

     运输问题是研究比较早的最小费用流问题之一，早在1941年

Hitchcock就进行了研究，因此运输问题又称为Hitchcock问题。

• 最大流问题

     设𝑠为起点，𝑡为终点，增加弧(𝑡, 𝑠)，令𝑐𝑡𝑠 = −1, 𝑢𝑡𝑠 = +∞，而

令所有其他弧上的费用为 0，所有节点上的供需量全为 0。
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