
第七章 图与网络

• 图与网络的基本知识
• 树
• 最短路问题
• 最大流问题
• 最小费用流问题
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哥尼斯堡七桥问题 

18世纪，欧洲有一个风景秀丽

的小城哥尼斯堡（今俄罗斯加

里宁格勒）。那里的普莱格尔

河上有七座桥，将河中的两个

岛和河岸连结。城中的居民经

常沿河过桥散步，于是提出了

一个问题：一个人怎样才能一

次走遍七座桥，每座桥只走过

一次，最后回到出发点？大家

都试图找出问题的答案，但是

谁也解决不了这个问题………

这就是哥尼斯堡七桥问题。 
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哥尼斯堡七桥问题 

Leonhard Euler
(1707-1783)
瑞士数学家 

他把这个难题进行了转换：把二岸

和小岛缩成点，桥化为边，于是

“七桥问题”就等价于下图（B）中

所画图形的一笔画问题了。
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哥尼斯堡七桥问题 

经过研究，欧拉发现了一笔画的规律： 

i)  能一笔画的图形必须是连通图 

ii)    全部由偶点组成的连通图 

    只有两个奇点其余均为偶点的连通图
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哈密顿圈问题

1857年，英国数学家Hamiltion
发明了一种游戏。他用一个实

心正12面体象征地球，正12面
体的20个顶点分别表示世界上
20座名城，要求游戏者从任一
城市出发，寻找一条可经由每

个城市一次且仅一次再回到原

出发点的路，也称“环球旅行”

问题。 
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农夫过河

有位农夫，携带一匹狼、一只羊和一挑草要

过一条小河。河中只有一条小船，一次摆渡农

夫只能带狼、羊、草中的一样。当农夫不在场

时，狼要吃羊，羊要吃草。试问农夫怎样才能

将这三样东西摆渡到河对岸。至少要摆渡几次？
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农夫过河

用M、W、S、G分别代表人、狼、羊、草。

①[M, W, S, G] [ Ø ]      ②[M, W] [S, G]       ③[M, S] [W, G] ④[M, G] [W, S]

⑤ [M, W, S] [G] ⑥[M, W, G] [S]        ⑦[W, S, G] [M] ⑧[M, S, G] [W]

上面组合中②、④、⑦是不允许的。去掉这三个组合中的六个状态，那
么可能的状态有10个。按照状态中是否有人存在，将它们分为两组，如
图所示。

[M, W, S, G]

V1

6V V7

2V V3

8V

V4

9V

V5

10V

[M, S]

[W, G][ ] [ G ] [ S ] [ W ]

[M, W, S] [M, W, G] [M, S, G]

∅
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更多实用意义的问题

• 中国邮递员问题(Chinese Postman Problem, CPP): 一个邮递员

负责一个地区的信件投递，他每天要从邮局出发，走遍该地区

所有街道，最后返回到邮局，问如何安排送信的路线使所走路

程最短？

• 旅行售货商问题(Traveling Salesman Problem, TSP): 卖货郎走

遍一个区域内的所有村庄一次，使得所走路程最短?

• 要在若干个城市之间架设电网(或铺设管道),如何选择一个联

系所有城市的电网(管网结构)?

• 在一个已有的道路网络(管网、通信网络等)，已知每条线路

(管道)的容量，网络上可通行的最大流量是多少？

• …………



1. 图与网络的基本知识

第七章 图与网络
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1.1 图与网络的基本概念

自然界和人类社会中，大量的事物以及事物之间的关系可

以用图形来描述。

• 电路网络、城市规划、交通运输、物资调配 ……

我们生活在一个网络社会中，从某种意义上说，现代社会

是一个由各种网络所组成的复杂的网络系统。

• 计算机信息网络

• 电话通信网络

• 运输服务网络

• 能源和物资分派网络

• ……
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1.1 图与网络的基本概念

这里研究的图是反映对象之间关系的一种工具

• 从形形色色的具体实际问题中抽象而来

• 研究其共同的性质、规律和方法

VS 平面几何中的图
• 关心图中有多少个点

• 关心点与点之间有无连线
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1.1 图与网络的基本概念

图与网络的定义

• 网络 (Network)
边或点上带有某种数量指标，

称之为“权”，如 𝒘𝒊𝒋

又称加权图 (Weighted graph)

• 顶点/节点 (Vertex)
–物理实体、事物、概念
–一般用 𝒗𝒊表示

• 边 (Edge)
–节点间的连线，表示有关系

–一般用 𝒆𝒊𝒋表示

• 图 (Graph)
–节点和边的集合

–一般用 𝑮 𝑽, 𝑬 表示
–点集 𝑽 = 𝒗𝟏, 𝒗𝟐, … , 𝒗𝒏  

–边集 𝑬 = 𝒆𝒊𝒋

!!
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1.1 图与网络的基本概念

无向图，有向图

• 边都没有方向的图称为无向图，即 𝒆𝒊𝒋 = 𝒆𝒋𝒊或 𝒗𝒊, 𝒗𝒋 = (𝒗𝒋, 𝒗𝒊)。

• 当边都有方向时，称为有向图，即在有序对 𝒗𝒊, 𝒗𝒋 中，𝒗𝒊表示始
点，𝒗𝒋表示终点。

• 在有向图中，有向边又称为弧，用 𝒂𝒊𝒋 表示，𝒊, 𝒋 的顺序是不能颠
倒的，图中弧的方向用箭头标识。

• 图中既有边又有弧，称为混合图。
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1.1 图与网络的基本概念

环

多重边

注：有向图中两点之间有
不同方向的两条边，不是
多重边。

• 一个边的两个端点如果相同，

称为环。

• 两个点之间如果多于一条边，
称为多重边。

• 不含环和多重边的图称为简
单图；含有多重边的图称为

多重图。

简单图，多重图
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1.1 图与网络的基本概念

• 一个简单图中，若任意两点之间均
有边相连，则称为完全图。

• 𝒏个顶点的完全图，边数有 𝒏 𝒏"𝟏
𝟐

条。

• 若图的顶点能分成两个互不相交的

非空集合 V1和 V2，使在同一集合
中的任意两个顶点均不相邻，称为

偶图（二分图，bipartition）。 V1 V2

完全图，偶图
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1.1 图与网络的基本概念

• 无向图中，与节点 v 关联的边数，称为该节点的次或度，记
为 𝐝𝐞𝐠 𝒗 或 𝒅(𝒗)。

• 对任意节点 𝒗，若度数 𝒅 𝒗 为奇数，则称此节点为奇点，若
度数 𝒅 𝒗 为偶数，则称此节点为偶点。

• 次为	1的点称为悬挂点，所关联的边称为悬挂边。

• 次为	0的点称为孤立点。

• 有向图中，由节点指向外的弧的数目称为正次数，记为 𝒅 +，
指向该节点的弧的数目称为负次数，记为 𝒅 −。

顶点的次（度，vertex degree）
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1.1 图与网络的基本概念

定理 1：图𝐺 = (𝑉, 𝐸)中，所有点的次之和是边数的 2 倍

/
&∈(

𝑑(𝑣) = 2𝑚

其中𝑚 = 𝐸 为边数。

定理 2：任何图中，奇点的个数必为偶数。

/
&∈(!

𝑑(𝑣) + /
&∈("

𝑑(𝑣) = /
&∈(

𝑑(𝑣) = 2𝑚

定理 3：有向图中，所有顶点的入次之和等于所有顶点的出次
之和。

顶点的次（度，vertex degree）
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1.1 图与网络的基本概念

• 设 𝐺 = 𝑉, 𝐸 是一个无向图，考虑图 𝐺中边的序列： 𝑣%, 𝑣& , 
𝑣&, 𝑣' , 𝑣', 𝑣( , …, 𝑣)"&, 𝑣) ，简单地记为

𝑣%, 𝑣&, 𝑣', 𝑣(, … , 𝑣)"&, 𝑣) ，在这个序列中，任意一条边的终点

都是下一条边的始点，称此序列为图的一条链 link

• 若一条链中𝑣% = 𝑣)，则称为圈 loop

对有向图, 可以类似地定义链和圈

• 对有向图 𝐺 = (𝑉, 𝐸)，当链（圈）上边的方向相同时，称为道

路 path（回路 circuit）

链，圈，道路，回路
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1.1 图与网络的基本概念

• 连通图 (Connected graph)：在一个图中，每一对顶点之间

至少存在一条链

• 否则为不连通图

连通图
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1.1 图与网络的基本概念

• 设有图 𝐺 = 𝑉, 𝐸 和图 𝐺′ = (𝑉′, 𝐸′)，若 𝐺 和 𝐺′ 满足：

– 若 𝑉′ ⊆ 𝑉，𝐸′ ⊆ 𝐸，则称 𝐺′是 𝐺 的子图 Subgraph，记为 𝐺′ ⊆ 𝐺；

– 特别, 若 𝑉) = 𝑉，𝐸′ ⊆ 𝐸，则称 𝐺′是 𝐺 的生成子图（支撑图）

Spanning Subgraph。

子图
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1.2 图的矩阵表示
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v1

v5

v4

v2 v3

v1     v2     v3     v4    v5 

v1   
v2   

v3   

v4   
v5

𝐴 =

0 9 2 4 7
9 0 3 4 0
2 3 0 8 5
4 4 8 0 6
7 0 5 6 0

权矩阵 weighted matrix
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1.2 图的矩阵表示

( )! "

# $ $
! "

!"

# # $
%

& '

 ∈= 


v1

v2 v4

v3 v5

v6

若G为无向图，则邻
接矩阵为对称矩阵。

v1     v2     v3    v4    v5    v6

v1   
v2   

v3   

v4   
v5   

v6

𝐴 =

0 1 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1
0 1 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0

邻接矩阵 adjacent matrix
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1.2 图的矩阵表示
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• A每一列元素和等于2
• A 每一行元素和等于对
应顶点的次数 v1

v2 v4

v3 v5

v6

e1

e2

e3 e4

e5

e6

e7

e8

e9

e10

关联矩阵 incidence matrix



2. 树

第七章 图与网络
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2.1 树的概念

• 树的定义：连通且不含圈的无向图。
• 多级辐射制的电信网络、管理的指标体系、家谱、分类
学、组织结构等都是典型的树图。
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部

M
ultioffice

综
合
办
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室

董  事  会
Directorate

监  事  会
Intendancy

副  总  经  理
Deputy General Manager

总  经  理
General Manager

经  营  部  门
Management Department

职  能  部  门
Function Department

某公司组织结构图
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2.2 树的性质

• 连通、无圈；

• 设顶点数为 𝑉 = 𝑛，边数为 𝐸 = 𝑚，那么𝑚 = 𝑛 − 1;

• 任意两点之间有且仅有一条链；

• 去掉任意一条边，就不连通；

• 增加任意一条边，就得到一个且仅一个圈。
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2.3 图的生成树

设 𝑮 = 𝑽, 𝑬 是一个连通的无向图，若 𝑮 的某个生成子图是一棵树，

则称该树为 𝑮的生成树（支撑树）Spanning Tree，记为 𝑻𝑮。

• 图(c)是图(a)的生成树，而图(d)所示的树则不是图(a)的生成树。

• 图(b)是(a)的生成子图，但不是生成树。

（a）

𝑣!

𝑣"

𝑣#

𝑣$ 𝑣%
（b）

𝑣!

𝑣"

𝑣#

𝑣$ 𝑣%
（c）

𝑣!

𝑣"

𝑣#

𝑣$ 𝑣%
（d）

𝑣"

𝑣#

𝑣$ 𝑣%
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2.3 图的生成树

定理：图 𝑮有生成树（支撑树）的充要条件是图 𝑮是连通的。

• 如何找到一棵生成树？

– 破圈法：每次去掉圈中的一条边，其去掉的边的总数为

𝑚 − (𝑛 − 1)；

– 避圈法：每次选取 𝐺中的一条边，该边不能与已经选取

的边构成回路，此时，选取的边的总数为 (𝑛 − 1)。
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2.3 图的生成树

求右图(a)中的生成子树。

1. 破圈法：
(a)

(b) (c)

(d) (e)
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2.3 图的生成树

(j)(i)(h)

(g)(f)

求右图(a)中的生成子树。

(a)

2. 避圈法：
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2.3 图的生成树

破圈法
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2.4 图的最小生成树

在架设电话线，铺设自来水或暖气管道的工程设计中会遇到如

下的优化问题：如何相互连通，使得总线路长度最短？

例：某居民区五栋楼的

分布如图。每条边旁的

数字表示水塔与各楼间

的距离。试求最短的管

道铺设方案。

最小生成树问题

水塔

5

7

2

3
5

1
6

4

4

𝑣"

𝑣# 𝑣$

𝑣% 𝑣&

𝑣'
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2.4 图的最小生成树—数学定义

• 设有一个连通图 𝐺 = (𝑉, 𝐸)，每一边 𝑒+, = [𝑣+, 𝑣,]有一个非负权 

𝑤 𝑒+, = 𝑤+, (𝑤+, ≥ 0)

• 如果 𝑇 = (𝑉, 𝐸′)，是 𝐺 的一个支撑树，称 𝐸)中所有边的权之和为支

撑树 𝑇 的权，记为𝑤(𝑇)

𝑤(𝑇) = /
[&#,&$]∈0

𝑤+,

• 如果支撑树 𝑇∗ 的权𝑤 𝑇∗ 是 𝐺 的所有支撑树的权中最小者，则称 
𝑇∗ 是 𝐺 的最小支撑树（最小生成树），即

𝑤(𝑇∗) = min
0
	𝑤(𝑇)
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2.4 图的最小生成树

求图 𝑮的最小生成树的方法有二：

Ø 避圈法 Kruskal

Ø 破圈法

该算法是克鲁斯克尔(Kruskal)于1956年将构造生成树的避圈法推广到
求最小生成树的结果，其要点是，在与已选取的边不构成圈的边中选

取最小者。

避圈法：

𝑣% 𝑣&

𝑣' 𝑣(

𝑣) 𝑣*

1

3
2

1
4

2

1

5
3

6
2

𝑣% 𝑣&

𝑣' 𝑣(

𝑣) 𝑣*

1

2

1

1

2

𝑣% 𝑣&

𝑣' 𝑣(

𝑣) 𝑣*

1

2

1

1

𝑣% 𝑣&

𝑣'

𝑣) 𝑣*

1

1

1

𝑣% 𝑣&

𝑣) 𝑣*

1

1

𝑣% 𝑣&1
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2.4 图的最小生成树

练习：试利用破圈法找到下图的最小生成树。

水塔

5

7

2

3
5

1
6

4

4

5

7

2

3
5

1
6

4

4

𝑣!

𝑣" 𝑣#

𝑣$ 𝑣%

𝑣&
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2.4 图的最小生成树

矩阵计算方法：

𝑣!
𝑣"
𝑣#
𝑣$
𝑣%
𝑣&

0 5 ∞ 6 ∞ ∞
5 0 2 1 7 ∞
∞ 2 0 ∞ 3 4
6 1 ∞ 0 5 ∞
∞ 7 3 5 0 4
∞ ∞ 4 ∞ 4 0

!"#$%& !!!!!!
T

Prim 算法
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2.4 图的最小生成树

𝑣!
𝑣"
𝑣#
𝑣$
𝑣%
𝑣&

0 5 ∞ 6 ∞ ∞
5 0 2 1 7 ∞
∞ 2 0 ∞ 3 4
6 1 ∞ 0 5 ∞
∞ 7 3 5 0 4
∞ ∞ 4 ∞ 4 0

!"#$%& !!!!!!
T
T

矩阵计算方法：
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2.4 图的最小生成树

𝑣!
𝑣"
𝑣#
𝑣$
𝑣%
𝑣&

0 5 ∞ 6 ∞ ∞
5 0 2 1 7 ∞
∞ 2 0 ∞ 3 4
6 1 ∞ 0 5 ∞
∞ 7 3 5 0 4
∞ ∞ 4 ∞ 4 0

!"#$%& !!!!!!
T
T

T

矩阵计算方法：
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2.4 图的最小生成树

𝑣!
𝑣"
𝑣#
𝑣$
𝑣%
𝑣&

0 5 ∞ 6 ∞ ∞
5 0 2 1 7 ∞
∞ 2 0 ∞ 3 4
6 1 ∞ 0 5 ∞
∞ 7 3 5 0 4
∞ ∞ 4 ∞ 4 0

!"#$%& !!!!!!
T
T

T
T

矩阵计算方法：
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2.4 图的最小生成树

𝑣!
𝑣"
𝑣#
𝑣$
𝑣%
𝑣&

0 5 ∞ 6 ∞ ∞
5 0 2 1 7 ∞
∞ 2 0 ∞ 3 4
6 1 ∞ 0 5 ∞
∞ 7 3 5 0 4
∞ ∞ 4 ∞ 4 0

!"#$%& !!!!!!
T
T

T
T

T

矩阵计算方法：
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2.4 图的最小生成树

𝑣!
𝑣"
𝑣#
𝑣$
𝑣%
𝑣&

0 5 ∞ 6 ∞ ∞
5 0 2 1 7 ∞
∞ 2 0 ∞ 3 4
6 1 ∞ 0 5 ∞
∞ 7 3 5 0 4
∞ ∞ 4 ∞ 4 0

!"#$%& !!!!!!
T
T

T
T

T
T

矩阵计算方法：



3. 最短路问题

第七章 图与网络
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3.1 引言

Ø 例：已知如图所示的单行线交通网，每条弧旁的数字表示这条单行

线的距离。现在某人要从 𝑣! 出发，通过这个交通网到达 𝑣"，求使总

距离最短的旅行线路。

v1

v7

v2 v5
6

1

63
21

v3
2

v4 v6
10

3
10 v8

v9

2
4

6

2

34
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3.1 引言

1+10+2+4=17

6+1+6=13

3+2+1+3+4=13

3+2+10+10+6=31
Ø 可行路线有多条！

Ø 哪一条最短？

v1

v7

v2 v5
6

1

63
21

v3
2

v4 v6
10

3
10 v8

v9

2
4

6

2

34

Ø 例：已知如图所示的单行线交通网，每条弧旁的数字表示这条单行

线的距离。现在某人要从 𝑣! 出发，通过这个交通网到达 𝑣"，求使总

距离最短的旅行线路。
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3.2 问题的一般提法

• 给定一个赋权有向图𝐷 = (𝑉, 𝐴), 对每一弧𝑎 = 𝑣(, 𝑣) 相
应的有权𝑤 𝑎 = 𝑤()。

• 给定 𝐷中的两个顶点𝑣*和𝑣+，设 𝑃是 𝐷中从𝑣*到𝑣+的一条
路，定义路𝑃的权是𝑃中所有弧的权之和，即𝑤(𝑃)。

• 最短路问题就是要在所有从𝑣*到𝑣+的可行路中，求一条
权最小的路。

• 记𝑃,是从𝑣*到𝑣+的最短路，路𝑃,的权为从𝑣*到𝑣+的距离，
记为𝑑(𝑣*, 𝑣+)。



Xu Wei @ NJU / P46

3.3 Dijkstra算法

——求无负权网络最短路的最好方法之一

𝑣1à 𝑣4à 𝑣6à 𝑣5à 𝑣7
如果这是𝒗𝟏到达𝒗𝟕的最短路，
那么也是𝒗𝟏到达该路径上任
意点的最短路。

Dijkstra算法 逐点求最短路

基本原理：

若序列{𝑣%, 𝑣!, … , 𝑣&'!, 𝑣&}是从𝑣%到𝑣&的最短路，则序列{𝑣%, 𝑣!, … , 𝑣&'!}

必为从𝑣%到𝑣&'!的最短路

2v

1v 3v

4v

5v

6v

8

3

2

3

2

48
5

9

7v

2

6
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3.3 Dijkstra算法

• 对每个节点，用两种标号：T 和 P (表示从始点到该节点
的距离)

– T 是目前路径的距离 (Tentative Label)

– P 是最短距离 (Permanent Label)

• 开始时，令始点有P=0，记P标号，其它节点有T=M/∞

• 不断改进T值，当其最小时，将其改为P标号

• 当所有的标号都为P时，找到最短路
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3.3 Dijkstra算法

• 标号过程分为两步：

Step 1. 修改T标号。

Step 2. 产生新的P标号。

原则：在现有的T标号中将值最小者改为P标号。

假定𝑣(是始点或为新产生的P标号点，考察以𝑣(为始点的所有弧段𝑣(𝑣)

ü 如果𝑣)是P标号点，则对𝑣)不再进行标号;

ü 如果𝑣)是T标号点，则进行如下的修改：

𝑇 𝑣+ = min{𝑇 𝑣+ , 𝑃 𝑣, +𝑤,+}
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3.3 Dijkstra算法—例题

v1 à v7 的最短路径？

𝒗𝟐 8

3
2

3

2

48
5

9
2

6

𝒗𝟓

𝒗𝟕𝒗𝟏

𝒗𝟒 𝒗𝟔

𝒗𝟑
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3.3 Dijkstra算法—例题

𝒗𝟐 8

3
2

3

2

48
5

9
2

6

𝒗𝟓

𝒗𝟕𝒗𝟏

𝒗𝟒 𝒗𝟔

𝒗𝟑
𝑃 = 0

𝑇 = 𝑀

𝑇 = 𝑀

𝑇 = 𝑀

𝑇 = 𝑀

𝑇 = 𝑀

𝑇 = 𝑀



Xu Wei @ NJU / P51

3.3 Dijkstra算法—例题

𝒗𝟐 8

3
2

3

2

48
5

9
2

6

𝒗𝟓

𝒗𝟕𝒗𝟏

𝒗𝟒 𝒗𝟔

𝒗𝟑
𝑃 = 0

𝑇 = 8

𝑇 = 6

𝑇 = 2 = 𝑃

𝑇 = 𝑀

𝑇 = 𝑀

𝑇 = 𝑀
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3.3 Dijkstra算法—例题

𝒗𝟐 8

3
2

3

2

48
5

9
2

6

𝒗𝟓

𝒗𝟕𝒗𝟏

𝒗𝟒 𝒗𝟔

𝒗𝟑
𝑃 = 0

𝑇 = 8

𝑇 = 6 = 5

𝑇 = 2 = 𝑃

𝑇 = 𝑀

𝑇 = 𝑀

𝑇 = 4 = 𝑃
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3.3 Dijkstra算法—例题

𝒗𝟐 8

3
2

3

2

48
5

9
2

6

𝒗𝟓

𝒗𝟕𝒗𝟏

𝒗𝟒 𝒗𝟔

𝒗𝟑
𝑃 = 0

𝑇 = 8

𝑇 = 6 = 5 = 𝑃

𝑇 = 2 = 𝑃

𝑇 = 7

𝑇 = 13

𝑇 = 4 = 𝑃
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3.3 Dijkstra算法—例题

𝒗𝟐 8

3
2

3

2

48
5

9
2

6

𝒗𝟓

𝒗𝟕𝒗𝟏

𝒗𝟒 𝒗𝟔

𝒗𝟑
𝑃 = 0

𝑇 = 8

𝑇 = 6 = 5 = 𝑃

𝑇 = 2 = 𝑃

𝑇 = 7 = 𝑃

𝑇 = 13

𝑇 = 4 = 𝑃
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3.3 Dijkstra算法—例题

𝒗𝟐 8

3
2

3

2

48
5

9
2

6

𝒗𝟓

𝒗𝟕𝒗𝟏

𝒗𝟒 𝒗𝟔

𝒗𝟑
𝑃 = 0

𝑇 = 8

𝑇 = 6 = 5 = 𝑃

𝑇 = 2 = 𝑃

𝑇 = 7 = 𝑃

𝑇 = 13 = 12

𝑇 = 4 = 𝑃
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3.3 Dijkstra算法—例题

𝒗𝟔𝒗𝟒

𝒗𝟐 8

3
2

3

2

48
5

9
2

6

𝒗𝟓

𝒗𝟕𝒗𝟏 𝒗𝟑
𝑃 = 0

𝑇 = 8 = 𝑃

𝑇 = 6 = 5 = 𝑃

𝑇 = 2 = 𝑃

𝑇 = 7 = 𝑃

𝑇 = 12 = 𝑃

𝑇 = 4 = 𝑃



Xu Wei @ NJU / P57

3.3 Dijkstra算法—练习

2 3

7

1

8

4 5

6

6

1

3

4

10

5 2

7

5 9

3 4

6

8

2

求从1到8的最短路。
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3.3 Dijkstra算法—练习

3

7

1

8

4 5

6

6

1

3

4

5 2

7

5 9

3 4

6

8

2

f={1}, P1=0

min {2,1,3}=1

f={1,4}, P4=1

T4=1

P1=0
T2=2

T6=3

P4=1

2

10
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3.3 Dijkstra算法—练习

2 3

7

1

8

4 5

6

6

1

3

4

10

5 2

7

5 9

3 4

6

8

2

min {2,3,3}=2

f={1,2,4}, P2=2

P1=0 T2=2

P4=1

T6=3

T7=3

P2=2
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P1=0

3.3 Dijkstra算法—练习

2 3

7

1

8

4 5

6

6

1

3

4

10

5 2

7

5 9

3 4

6

8

2

min {3,8,7,3}=3
f={1,2,4,6}, P6=3

P4=1

T6=3

T7=3

P2=2 T3=8

T5=7

P6=3
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3.3 Dijkstra算法—练习

2 3

7

1

8

4 5

6

6

1

3

4

10

5 2

7

5 9

3 4

6

8

2

min {8,7,3}=3

f={1,2,4,6,7}, P7=3

P1=0

P4=1

T7=3

P2=2 T3=8

T5=7

P6=3

P7=3
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3.3 Dijkstra算法—练习

2 3

7

1

8

4 5

6

6

1

3

4

10

5 2

7

5 9

3 4

6

8

2

min {8,6,11}=6

f={1,2,4,5,6,7}, P5=6

P1=0

P4=1

P2=2 T3=8

T5=7

P6=3

P7=3

T5=6

T8=11

P5=6
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3.3 Dijkstra算法—练习

2 3

7

1

8

4 5

6

6

1

3

4

10

5 2

7

5 9

3 4

6

8

2

min {8,10}=8

f={1,2,3,4,5,6,7}, P3=8

P1=0

P4=1

P2=2 T3=8

P6=3

P7=3
T8=11

P5=6

T8=10

P3=8
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3.3 Dijkstra算法—练习

2 3

7

1

8

4 5

6

6

1

3

4

10

5 2

7

5 9

3 4

6

8

2

min {10}=10

f={1,2,3,4,5,6,7,8}, P8=10

P1=0

P4=1

P2=2

P6=3

P7=3

P5=6

T8=10

P3=8

P8=10
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3.3 Dijkstra算法—练习

2 3

7

1

8

4 5

6

6

1

3

4

10

5 2

7

5 9

3 4

6

8

2

1到8的最短路径为{1，4，7，5，8}，长度为10。

P1=0

P4=1

P2=2

P6=3

P7=3

P5=6

P3=8

P8=10
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3.4 最短路问题的LP模型

min 0
(',))∈,

𝑤')𝑥')
max (𝑢* − 𝑢%)
𝑠. 𝑡. 	 𝑢) − 𝑢( ≤ 𝑤(), ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴

𝑥') ≥ 0

对偶问题

1 = 0
(',))∈,

𝑥') 	 𝑖 = 𝑠

0
(),')∈,

𝑥)' = 0
(',))∈,

𝑥') 	 𝑖 ≠ 𝑠, 𝑡

0
(),')∈,

𝑥)' = 1	 𝑖 = 𝑡

0
(),')∈,

𝑥)' − 0
(',))∈,

𝑥') = >
−1, 𝑖 = 𝑠
0, 𝑖 ≠ 𝑠, 𝑡
1, 𝑖 = 𝑡

s.t.

1 1

𝑣+ 8

3

2

3

2

48
5

9
2

6

𝑣,

𝑣-𝑣!

𝑣. 𝑣/

𝑣0
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3.4 最短路问题的LP模型

𝑥() 𝑢) − 𝑢( − 𝑤() = 0, ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴

根据互补松弛条件, 当 𝒙和 𝒖分别为原问题和对偶问题的最优解时:

当某弧 (𝑖, 𝑗)位于最短路上时， 即变量 𝑥() > 0时, 一定有 𝑢) − 𝑢( =
𝑤() 
• 如果 𝒖为对偶问题最优解, 易知 𝒖 + 𝒄 (𝒄为任意实数) 仍为最优解。

• 不妨令𝒖𝒔 = 𝟎, 则 𝒖的具体数值就可以唯一确定了。在𝒖𝒔 = 𝟎时,
𝒖𝒋 正好表示节点 𝒔到节点 𝒋的最短路长度。

Bellman 方程(最短路方程、动态规划基本方程) 

;
𝑢* = 0
𝑢) = min

(?)
{𝑢( +𝑤()}



Xu Wei @ NJU / P68

3.5 逐次逼近算法

用迭代法解这个方程：e
𝑢% = 0
𝑢) = min

(
{𝑢( + 𝑤()}

Ø 开始时令：𝑢)
! = 𝑤%)

Ø 从第二步起，使用迭代公式：

𝑢)
3 = min

(
{𝑢(

3'! + 𝑤()}

Ø 当第 t 步时出现：

𝑢)
* = 𝑢)

*'!

即停止，𝑢)
*
就是𝑣%到各点𝑣)的最短路长。

若𝑣%与𝑣)之间无边，则记𝑣%与𝑣)间的最短路长为+∞
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3.5 逐次逼近算法—例题

2 5

7

1 83 6

4

6

-3

-2

5

4

4

-3

2

4

7

2

-1

3

𝑣1à 𝑣2à 𝑣3à 𝑣6à 𝑣8 B
𝑢+
& = 𝑤2+

𝑢+
) = min

,
{𝑢,

)"& +𝑤,+}
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3.5 逐次逼近算法

𝑢+
) = min

,
{𝑢,

)"& +𝑤,+}

如果图中含有总权小于零的回路，最短路权没有下界。

𝑢)
(3)
的实际意义是从𝑣%到𝑣)之间，至多含有𝑘 − 1个中间点的最短路权。

因此，在含有 𝑛个点的图中，如果不含有总权小于零的回路，那么该

算法最多经过 𝑛 − 1次迭代必定收敛。
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Dijkstra算法

标号设定算法（Label-Setting Algorithm）—— 在通过迭代过

程对标号进行逐步修正的过程中，每次迭代将一个顶点从临时

标号集合中移入永久标号集合中.

标号修正算法（Label-Correcting Algorithm） —— 每次迭代时

并不一定将任何顶点标号从临时标号转变为永久标号，只是对

临时标号进行一次修正，所有顶点标号仍然都是临时标号；

只有在所有迭代终止时，所有顶点标号同时转变为永久标号。

标号设定算法可以看成是标号修正算法的特例，因为在算法终

止之前，任何永久标号都可以看成是一种特殊的临时标号。

逐次逼近算法 (Successive Approximation Method)
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Ford算法算例

𝑃 𝑠 = 0

𝑇 𝑣" = 5 → 𝑃 𝑣" = 5

𝑇 𝑣% = 8 → 𝑃 𝑣% = 8 𝑇 𝑣# = 16 → 𝑃 𝑣# = 16

𝑇 𝑡 = 18 → 𝑇 𝑡 = 15
→ 𝑃 𝑡 = 15

𝑇 𝑣& = 14 → 𝑃 𝑣& = 14
→ 𝑇 𝑣& = 11 → 𝑃 𝑣& = 11

9

8

-5

8

8

5 4

5

𝑡
7

𝑣i 𝑣j

𝑣k 𝑣l

𝑠
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3.6 Floyd算法

• Dijkstra算法提供了从网络图中某一点到其它点的最短路。

• 但实际问题中往往要求网络任意两点之间的最短距离，用

Dijkstra算法就要对每个点分别计算，很麻烦。

• Floyd算法（基于权矩阵）

𝑑() = m𝑤() 𝑣(, 𝑣) ∈ 𝐸
∞ 𝑜.𝑤.

n 个顶点：𝐷 = 𝑑() &×&

𝐷 7 = 𝐷 𝐷 3 = 𝑑()
3

&×&

𝑑()
3 = min 𝑑()

3'! , 𝑑(3
3'! + 𝑑3)

3'!

ü 𝐷 & = 𝑑()
&

&×&
的元素就是 𝑣(到 𝑣)的最短路权。
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3.6 Floyd算法—例题

例：求图中各点之间的最短距离。

v1 v2 v3 v4 v5

v1 0 5 1 2 ∞

v2 5 0 10 ∞ 2

v3 2 3 0 2 8

v4 2 ∞ 6 0 4

v5 ∞ 2 4 4 0

5 2

42

1

2

10

2
6

3

4

8

D(0)

v1

v2

v5

v4

v3
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3.6 Floyd算法—例题

v1 v2 v3 v4 v5

v1 0 5 1 2 ∞

v2 5 0 10 ∞ 2

v3 2 3 0 2 8

v4 2 ∞ 6 0 4

v5 ∞ 2 4 4 0

D(0) v1 v2 v3 v4 v5

v1 0 5 1 2 ∞

v2 5 0 6 7 2

v3 2 3 0 2 8

v4 2 7 3 0 4

v5 ∞ 2 4 4 0

D(1)

D(2) D(3)
v1 v2 v3 v4 v5

v1 0 5 1 2 7

v2 5 0 6 7 2

v3 2 3 0 2 5

v4 2 7 3 0 4

v5 7 2 4 4 0

v1 v2 v3 v4 v5

v1 0 4 1 2 6

v2 5 0 6 7 2

v3 2 3 0 2 5

v4 2 6 3 0 4

v5 6 2 4 4 0
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3.6 Floyd算法—例题

D(3)
v1 v2 v3 v4 v5

v1 0 4 1 2 6

v2 5 0 6 7 2

v3 2 3 0 2 5

v4 2 6 3 0 4

v5 6 2 4 4 0

D(4)
v1 v2 v3 v4 v5

v1 0 4 1 2 6

v2 5 0 6 7 2

v3 2 3 0 2 5

v4 2 6 3 0 4

v5 6 2 4 4 0

D(5)
v1 v2 v3 v4 v5

v1 0 4 1 2 6

v2 5 0 6 6 2

v3 2 3 0 2 5

v4 2 6 3 0 4

v5 6 2 4 4 0



4. 最大流问题

第七章 图与网络
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4.1 网络流的基本概念

• 对网络流的研究是在容量网络上进行的

• 容量网络是指网络上的每一条弧 (𝑣, , 𝑣+) 都有一个最大的通

过能力，称为该弧的容量 𝑐(𝑣, , 𝑣+)， 𝑐,+

• 在网络图中通常规定一个发点 (s) 和一个收点 (t) ，其余为中

间点

• 网络最大流是指从发点到收点间允许通过的最大流量

• 对有多个发点或收点的网络，另虚设一个总发点或总收点

容量网络
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4.1 网络流的基本概念

流与可行流

• 流是加在网络各条弧上的一组负载量

• 对加在弧 (𝑣, , 𝑣+)上的负载量记作 𝑓 𝑣, , 𝑣+ ，𝑓,+

• 若网络上所有的 𝑓,+ = 0，则这个流称为零流

• 满足容量限制条件和平衡条件的一组流为可行流
ü 容量限制条件：对所有弧有 0 ≤ 𝑓,+ ≤ 𝑐,+ 

ü 中间点平衡条件：∑𝑓,+ − ∑𝑓+, = 0 𝑖 ≠ 𝑠, 𝑡

• 若以𝑊表示网络中从 s à t的流量，则有

𝑊 =/
)

𝑓(𝑣%, 𝑣)) =/
)

𝑓(𝑣), 𝑣*) ü  收发点平衡条件
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4.1 网络流的基本概念

• 任何网络上一定存在可行

流（零流就是可行流）

• 所谓求网络最大流，是指

满足容量限制条件和中间

点平衡条件下，使𝑊值达

到最大

• 这是一个线性规划问题，

但图论方法更简单

max 	𝑊

K
(*,))∈C

𝑓*) − K
(),*)∈C

𝑓)* = 𝑊

K
(+,))∈C

𝑓+) − K
(),+)∈C

𝑓)+ = −𝑊

K
((,))∈C

𝑓() − K
(),()∈C

𝑓)( = 0, 𝑖 ≠ 𝑠, 𝑡

0 ≤ 𝑓() ≤ 𝐶()
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4.2 割和流量

• 割：将容量网络中的发点和收点分开，并使发点到收点的流

中断的一组边的集合。

v1

s
8(8)

2(0)

9(4)

5(4)

7(5)

v3

v2 v4
9(9)

6(1) t

10(8)

5(5)
K

K

KK 将网络上的点分

割成 𝑉 和 𝑉′ 两个集
合 ，且 有 𝑠 ∈ 𝑉, 𝑡 ∈
𝑉8。

边的集合 
 (𝑉, 𝑉′) = {(𝑣3, 𝑡), (𝑣4, 𝑣3), (𝑣2, 𝑣4)}
是一个割。
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4.2 割和流量

v1

s
8(8)

2(0)

9(4)

5(4)

7(5)

v3

v2 v4
9(9)

6(1) t

10(8)

5(5)

• 割集容量是指所有始点在	𝑉，终点在	𝑉′的弧的容量之和

7 + 8 = 15
9 + 5 + 7 = 21

9 + 9 = 18

5 + 9 = 14

K

K
割集有多个，其中割集容量最小者称为最小割。
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4.2 割和流量

若用

•  𝑓(𝑉, 𝑉′)表示通过割 (𝑉, 𝑉′) 中所有 𝑉 → 𝑉′方向弧的流量的总和

•  𝑓(𝑉′, 𝑉)表示通过割 (𝑉, 𝑉′) 中所有 𝑉′ → 𝑉	方向弧的流量的总和

𝑓(𝑉, 𝑉′) = /
((,))∈(;,;8)

𝑓(𝑣(, 𝑣))

𝑓(𝑉′, 𝑉) = /
(),()∈(;8,;)

𝑓(𝑣), 𝑣()

Ø 从 𝑠 → 𝑡的流量实际上等于通过割的从𝑉 → 𝑉′的流量减去𝑉′ → 𝑉的
流量，即

𝑊 = 𝑓 (𝑉, 𝑉’)－	𝑓 (𝑉’, 𝑉)

𝑣!

s
8(8)

2(0)

9(4)

5(4)

7(5)

𝑣0

𝑣+ 𝑣.

9(9)

6(1) t
10(8)

5(5)
K

K
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4.2 割和流量
𝑣!

s
8(8)

2(0)

9(4)

5(4)

7(5)

𝑣0

𝑣+ 𝑣.

9(9)

6(1) t
10(8)

5(5)
K

K
• 若用𝑊∗ 代表网络中从 𝑠 → 𝑡的最大流，𝐶∗(𝑉, 𝑉′)代表网络中最小

的一个割的容量，则

𝑊∗ = 𝐶∗(𝑉, 𝑉′)

• 割集是从 𝑠 → 𝑡的必经之路

• 任何一个可行流的流量不

会超过任一割集的容量

𝑊 ≤ 𝐶(𝑉, 𝑉’)

—— 最大流-最小割定理

max𝑊 ≤ min𝐶(𝑉, 𝑉′)
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4.3 增广链(不饱和链)

如果在网络的发点和收点之间存在一条链，那么在这条链上

• 所有指向为“发点到收点”的弧称为前向弧，记为𝜇4

• 所有指向为相反的弧称为后向弧，记为𝜇"

如果

• 在所有的前向弧上，流量	<容量；

• 在所有的后向弧上，流量	> 0；

则称这条链为增广链(不饱和链)

前向弧，后向弧

增广链
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4.3 增广链(不饱和链)

𝜃 = min
𝑐() − 𝑓() , 	 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝜇=

𝑓(), 	 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝜇'
, 𝜃 > 0

• 显然 𝑓′仍然是一个可行流，但比原来的可行流 𝑓在	𝑠 → 𝑡方
向上增大了一个正的	𝜃值；

• 因此只有当网络上找不到增广链时，𝑠 → 𝑡的流才不可能再

增大。

𝑓()8 = z
𝑓() + 𝜃, 	 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝜇=

𝑓() − 𝜃, 	 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝜇'

𝑓(),	 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

• 当有增广链存在时，找出

再令
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4.3 增广链(不饱和链)

Ø 定理：可行流	𝑓为最大流的充分必要条件是当且仅当网
络不存在增广链。

ü 给出一初始可行流，例如 𝑓() = 0；

ü 寻找增广链，若存在，则通过该增广链调整、增加网络

流；

ü 若不存在增广链，则网络流不可再增加，求得最大流。
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4.4 求网络最大流的标号算法

p 标号算法 Ford-Fulkerson

1.首先给发点标号(0, 𝛿𝑠)

使这个点得到标号的前
一个点的代号。

因为𝑠是发点，故记为0

𝛿𝑠是从上一标号点到这个标号
点的流量的最大允许调整值。
因为𝑠是发点，不允许调整，

故𝛿𝑠 = +∞



Xu Wei @ NJU / P89

4.4 求网络最大流的标号算法

2.列出与已标号点相邻的所有未标号点：

(1)考虑从标号点 𝑖出发的所有弧(𝑖, 𝑗)

– 如果 𝑓()= 𝑐()，不给点	𝑗标号

– 若 𝑓() < 𝑐() 对 j 标号，记为(+𝑣(, 𝛿𝑗),其中 𝛿) = min{𝛿(, 𝑐() − 𝑓()}

(2)考虑所有指向点 𝑖的弧(𝑗, 𝑖)

– 如果 𝑓)( = 0，不给点	𝑗标号

– 若 𝑓)( > 0对 j 标号，记为(−𝑣𝑖, 𝛿𝑗),其中 𝛿) = min{𝛿(, 𝑓)(} 

如果某未标号点	𝑘有两个以上相邻的标号点，为减少迭代
次数，可按(1)(2)分别计算出 𝛿𝑘值，并取其中最大一个标记。
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4.4 求网络最大流的标号算法

3.重复第2步，可能出现两种结局：

(1)标号过程中断，点	𝑡得不到标号，说明该网络中不存在增广

链，给定的流量即为最大流

– 记已标号点的集合为 𝑉，未标号点集合为 𝑉′

– (𝑉, 𝑉′)即为网络的最小割

(2)点 	𝑡 得到标号，这时可用反向追踪法在网络中找出一条从

𝑠 → 𝑡的由标号点及相应弧连接而成的增广链 

𝑓8 =
𝑓 + 𝛿(𝑡), 对增广链上所有前向弧

𝑓 − 𝛿(𝑡), 对增广链上所有后向弧

𝑓， 	 对所有非增广链上的弧

4.修改流量。设图中原有可行流为	𝑓，令
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4.4 求网络最大流的标号算法

5.抹掉图上所有标号。

重复第1到第4步，直到图中找不出任何增广链，即第3步中的(1)

为止，这时网络图中的流量即为最大流。

v1

s
8(8)

2(0)

9(4)

7(5)

v3

v2 v1
9(9)

6(1) t

10(8)

5(5)5(4)
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4.4 求网络最大流的标号算法

例1:

v1

s
8(8)

2(0)

9(4)

5(4)

7(5)

v3

v2 v4
9(9)

6(1) t

10(8)

5(5)
(0,∞)

(s,2)

(v2,2) (v1,2)

(v3,1)

(v4,1)

增广链

7(6)

5(3)

9(5)

6(0)

10(9)
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4.4 求网络最大流的标号算法

v1

s
8(8)

2(0)

v3

v2 v4
9(9)

t

5(5)
(0,∞)

(s,1)

(v2,1) (v1,1)
重复上述标号过程

7(6)

5(3)

9(5)

6(0)

10(9)

已再无增广链，故可行流即为最大流 𝑊∗ = 14

K

K

例1:
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4.4 求网络最大流的标号算法

在下面的输油管线网络图中，弧代表油管，接点代表管道连接处的油

泵，各弧上的数字代表相应的管道容量，问：

1. 从源S到终点T的最大流量是多少？

2. 为了增加从S到T的流量，同时又希望尽可能少地改变网络中的管道，

应当改变哪些管道的容量？

S

1

2

3

4

5

T

30

25

10

20 5
20

10

20
15

15

例2:
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4.4 求网络最大流的标号算法

S

1

2

3

4

5

T

30

25

10

20 5
20

10

20
15

15

1. 先找可行流，再求最大流

20(15)
10(10)

5(5)
10(10)

20(15)
15(15)

15(5)

20(10)25(20)

30(20)

ü 从后往前，注意中间点平衡

现在可行流量为多少？ • 40 

• 看流进的或流出的
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4.4 求网络最大流的标号算法

S

1

2

3

4

5

T

ü 标号法求最大流

20(15)
10(10)

5(5)

10(10)

20(15)
15(15)

15(5)

20(10)25(20)

30(20)

现在最大流为多少？ • 40 

• 看网络的最小割

(0,∞) S

(s,5)
1

(s,10)
2

(1,5)
如果某未标号点k有
两个以上相邻的标号
点，可按 (1)(2)分别
计算出𝛿𝑘值，并取其
中最大一个标记。

(2,10)

44
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4.4 求网络最大流的标号算法

S

1

2

3

4

5

T

2. 为了增加从S到T的流量，同时又希望尽可能少地改变网络中

的管道，应当改变哪些管道的容量？

20(15)
10(10)

5(5)

10(10)

20(15)
15(15)

15(5)

20(10)25(20)

30(20)

4

• 先看流到T的三条弧

• 找满弧

25(25)

15(15)

20(15)25(25)

30(30)

现在最大流为多少？

55

即只改变一条弧的容量。
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4.5 最大匹配问题

工作分配问题：有 n 个工人，m 件工作，每个人能力不同，各

能胜任其中某几项工作。假设每件工作只需一个人做，每人只

做一件工作，怎样分配才能使尽量多的工作有人做，更多的人

有工作？

最大匹配

在图𝐺中找一个边集𝐸的子集，

使得集中任何两条边没有公

共端点，最好的方案就是要

使此边集的边数尽可能多。

二部图 𝐺 = (𝑋, 𝑌, 𝐸)

x1

x2

x3

xn

y1

y2

y3

yn

… …
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4.5 最大匹配问题

𝑀 = 𝑥i, 𝑦i , 𝑥k, 𝑦� , 𝑥j, 𝑦k , 𝑥l, 𝑦j

𝑀� = 𝑥i, 𝑦i , 𝑥k, 𝑦� , 𝑥j, 𝑦l , 𝑥l, 𝑦j

一个图的最大匹配中

所含边数是确定的，

但匹配方案可以不同！
x3

x2

x1

x4

y1

y2

y3

y5

y4
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4.5 最大匹配问题

二部图中最大匹配问题，可以化为最大流问题求解。

!" !"

令全部边上的容量均为 1，那么当这个网络的流达到最大时，就
得到最大匹配方案。

1

1

1

1

11

1
1

1

1

1

1

A

B

C

D

E

甲

乙

丙

丁

戊
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4.6 其它问题

图中A、B、C、D、E、F分别表示陆地和岛屿，1，2，…，14表
示桥梁及其编号。河两岸分别互为敌对的双方部队占领，问至少应

切几座桥梁（具体指出编号）才能达到阻止对方部队过河的目的。

试用图论方法进行分析。
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4.6 其它问题

最小割为 {𝐴𝐸, 𝐶𝐷, 𝐶𝐹}
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4.6 其它问题

在美国职业棒球例行赛中，每个球队都要打162场比赛

（对手包括但不限于同一分区里的其他队伍，和同一支队伍

也往往会有多次交手），所胜场数最多者为该分区的冠军；

如果出现并列第一，则用加赛决出冠军。在比赛过程中，如

果发现某支球队无论如何都已经不可能以第一名或者并列第

一名的成绩结束比赛，那么这支球队就提前被淘汰了（虽然

它还要继续打下去）。
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4.6 其它问题

Team 胜 负 剩余 纽约
巴尔

的摩

波士

顿

多伦

多

底特

律

纽约 75 59 28 0 3 8 7 3

巴尔的摩 72 62 28 3 0 2 7 4

波士顿 69 66 27 8 2 0 0 0

多伦多 60 75 27 7 7 0 0 0

底特律 49 86 27 3 4 0 0 0

该表是某次美国联盟东区比赛的结果。在该小组分区中，纽约队

暂时排名第一，总共胜 75 场，负 59 场，剩余 28 场比赛没打，

其中和巴尔的摩还有 3 场比赛，和波士顿还有 8 场比赛，和多

伦多还有 7 场比赛，和底特律还有 3 场比赛（还有 7 场与不

在此分区的其他队伍的比赛）。
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4.6 其它问题

Team 胜 负 剩余 纽约
巴尔

的摩

波士

顿

多伦

多

底特

律

纽约 75 59 28 0 3 8 7 3

巴尔的摩 72 62 28 3 0 2 7 4

波士顿 69 66 27 8 2 0 0 0

多伦多 60 75 27 7 7 0 0 0

底特律 49 86 27 3 4 0 0 0

底特律暂时只有 49 场比赛获胜，剩余 27 场比赛没打。如果剩

余的 27 场比赛全都获胜的话，是有希望超过纽约队的；即使只

有其中 26 场比赛获胜，也有希望与纽约队战平，并在加赛中取

胜。然而，根据表里的信息已经足以判断，其实底特律已经没有

希望夺冠了，请你不妨来分析推导一下。


