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线性规划

• 线性规划：目标函数和约束条件均为线性的优化问题。

 Leonid Kantorovich (1912-1986)
- 1938年《生产组织与计划中的数学方法》首

次提出求解线性规划问题的方法——解乘数

法。

- 把资源最优利用这一传统的经济学问题，由

定性研究和一般的定量分析推进到现实计量

阶段，对线性规划方法的建立和发展，做出

了开创性的贡献。

- 因对资源最优分配理论的贡献而获1975年诺

贝尔经济学奖。
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线性规划

 George Dantzig (1914-2005)
- 美国科学院院士

- 人员轮训、任务分配

- 于1947年发表单纯形算法 (Simplex method)，
是20世纪十大算法之一。

- 被誉为“线性规划之父”

• 1948年，荷兰裔美国经济学家库普曼斯（Koopmans）和Dantzig在参
观兰德公司时，正式提出Linear Programming一词。Koopmans将线
性规划问题成功引入到经济学领域。

• 1975年，Kantorovich与Koopmans由于他们在线性规划中的杰出工作
共享了当年的诺贝尔经济学奖。

• 从1968年诺贝尔奖设经济学奖后，到1996年28年间的32名获得者中有
13人（40%）从事过与线性规划有关的工作。
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线性规划

“用数学规划思维看经济体系，经济

主体的行为大多可以理解并表达成数

学规划中的最优化问题。”

“经济主体就是要追求某种最大化，

如果用数学规划来考虑这些问题，会

有很多优势，问题能够看得更透彻，

并以一个更精确的角度来分析问题。”

----《数学规划与经济分析》周小川



1. 线性规划问题及其数学模型

第一章 线性规划
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1.1 线性规划问题建模

• 生产经营中经常提出的一个问题是：如何合理地利用人、
财、物，以降低成本，获取效益，这就是规划问题。

例1. 生产计划问题

问产品A, B各生产多少, 可获最大利润?

A        B      备用资源

煤 1         2             30

劳动力 3         2             60

仓库 0         2             24

利润 40       50
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1.1 线性规划问题建模

解：设产品A, B的生产产量分别为 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2
max 𝑧𝑧 = 40𝑥𝑥1 + 50𝑥𝑥2

𝑠𝑠. 𝑡𝑡.

𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 ≤ 30
3𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 ≤ 60

2𝑥𝑥2≤ 24
𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 ≥ 0
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1.1 线性规划问题建模

例2. 混合配料问题

请设计一个既保证维生素摄入量，又最经济的配食方案。

饲料 A     B      C 每单位成本

1               4       1      0                 2

2               6       1      2                 5           

3               1       7      1                 6

4               2       5      3                 8

每天维生素 12     14     8
的最低需求

维生素/mg
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1.1 线性规划问题建模

解：设每天给每头奶牛喂食饲料 𝑖𝑖的用量是 𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑖𝑖 =
1,2,3,4)

min 𝑧𝑧 = 2𝑥𝑥1 + 5𝑥𝑥2 + 6𝑥𝑥3 + 8𝑥𝑥4

𝑠𝑠. 𝑡𝑡.

4𝑥𝑥1 + 6𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥4 ≥ 12
𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 7𝑥𝑥3 + 5𝑥𝑥4 ≥ 14

2𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥4 ≥ 8
𝑥𝑥𝑖𝑖 ≥ 0(𝑖𝑖 = 1, … , 4)
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1.1 线性规划问题建模

• 线性规划模型的要素

– 决策变量：向量 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 𝑇𝑇，即决策人要考虑和控制

的因素

– 约束条件：线性等式或不等式

– 目标函数：𝑧𝑧 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 线性式，求 𝑧𝑧极大或极小

• 线性规划模型的应用范围

– 严格的线性关系，即比例和叠加性

– 问题比较复杂的，可以转化或简化为线性规划
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1.1 线性规划问题建模

 应用2.1：双原油问题

 德克萨斯州海岸有一个小型炼油厂。炼油厂的原油来源于两个产地：沙
特阿拉伯和委内瑞拉。炼油厂通过蒸馏等技术把原油精炼成三种产品：
汽油、气体燃料以及润滑油。

 由于两个原产地的原油有着不同的化学构成，它们可以精炼出不同的产
品组合。每桶沙特阿拉伯原油可精炼出0.3桶汽油、0.4桶气体燃料以及0.2
桶润滑油，剩余0.1桶为精炼损失；而每桶委内瑞拉原油可精炼出0.4桶汽
油、0.2桶气体燃料以及0.3桶润滑油，剩余0.1桶为精炼损失。

 同时，两个原产地原油的成本及供应量也不同。炼油厂每天最多可购得
9000桶沙特阿拉伯原油，每桶单价100美金；每天最多只能购得6000桶委
内瑞拉原油，每桶单价75美金（由于运输距离较短因此成本也较低）。

 炼油厂生产出精炼产品供应给不同的批发商。批发商之间相互独立，所
有批发商的需求之和为每天2000桶汽油、1500桶气体燃料以及500桶润滑
油。炼油厂应该怎样制定生产计划才能最有效地满足需求？

炼油厂每天应购买两个产地的原油各多少？
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1.1 线性规划问题建模
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1.1 线性规划问题建模

假定有 𝑛𝑛 架飞机将要在南京机场降落。飞机 𝑗𝑗，𝑗𝑗 = 1, … ,𝑛𝑛 将依次
序在时间区间 𝑎𝑎𝑗𝑗 ,𝑏𝑏𝑗𝑗 内降落。为保障安全，机场希望合理安排这
𝑛𝑛 架飞机的降落时间，使得前后两架飞机降落时间间隔能尽可能
大。

设第 𝒋𝒋架飞机的降落时间为 𝒕𝒕𝒋𝒋 max Δ

s.t.

𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1 ≥ Δ,
𝑡𝑡3 − 𝑡𝑡2 ≥ Δ,

⋯ ,
𝑡𝑡𝑛𝑛 − 𝑡𝑡𝑛𝑛−1 ≥ Δ,
𝑎𝑎𝑗𝑗 ≤ 𝑡𝑡𝑗𝑗 ≤ 𝑏𝑏𝑗𝑗

𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦 𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦
𝑗𝑗=1,⋯,𝑛𝑛−1

𝒕𝒕𝒋𝒋+𝟏𝟏 − 𝒕𝒕𝒋𝒋

s.t. 𝒂𝒂𝒋𝒋 ≤ 𝒕𝒕𝒋𝒋 ≤ 𝒃𝒃𝒋𝒋

线性化?

例3. 航班降落管控问题
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1.1 线性规划问题建模

给定 𝑚𝑚 个样本点 𝐦𝐦𝑖𝑖 , 𝑏𝑏𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑚𝑚，其中 𝐦𝐦𝑖𝑖 ∈ ℜ𝑛𝑛,𝑏𝑏 ∈ ℜ，想要找一个
线性拟合函数 𝑏𝑏 = 𝐦𝐦𝑇𝑇𝐦𝐦（其中𝐦𝐦 ∈ ℜ𝑛𝑛是待确定的参数向量）用于将来的
预测。

min 𝑧𝑧

s.t. �
𝑏𝑏𝑖𝑖 − 𝐦𝐦𝑖𝑖𝑇𝑇𝐦𝐦 ≤ 𝑧𝑧, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑚𝑚,

−𝑏𝑏𝑖𝑖 + 𝐦𝐦𝑖𝑖𝑇𝑇𝐦𝐦 ≤ 𝑧𝑧, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑚𝑚.

𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦 𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦
𝑖𝑖=1,⋯,𝑚𝑚

𝑏𝑏𝑖𝑖 − 𝐦𝐦𝑖𝑖𝑇𝑇𝐦𝐦

线性化?

例4. 数据拟合问题

(1)最小化最大的残差：

如果定义第 𝑖𝑖 个样本点的残差量为
𝑏𝑏𝑖𝑖 − 𝐦𝐦𝑖𝑖𝑇𝑇𝐦𝐦 ，我们希望尽可能找到

一个对现有数据解释（拟合）最好
的模型，即该模型有最小的残差。
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1.1 线性规划问题建模

给定 𝑚𝑚 个样本点 𝐦𝐦𝑖𝑖 , 𝑏𝑏𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑚𝑚，其中 𝐦𝐦𝑖𝑖 ∈ ℜ𝑛𝑛,𝑏𝑏 ∈ ℜ，想要找一个
线性拟合函数 𝑏𝑏 = 𝐦𝐦𝑇𝑇𝐦𝐦（其中𝐦𝐦 ∈ ℜ𝑛𝑛是待确定的参数向量）用于将来的
预测。

如果定义第 𝑖𝑖 个样本点的残差量为 𝑏𝑏𝑖𝑖 − 𝐦𝐦𝑖𝑖𝑇𝑇𝐦𝐦 ，我们希望尽可能找到一个
对现有数据解释（拟合）最好的模型，即该模型有最小的残差。

min 𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2 + ⋯+ 𝑧𝑧𝑚𝑚

s.t. �
𝑏𝑏𝑖𝑖 − 𝐦𝐦𝑖𝑖𝑇𝑇𝐦𝐦 ≤ 𝑧𝑧𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑚𝑚,

−𝑏𝑏𝑖𝑖 + 𝐦𝐦𝑖𝑖𝑇𝑇𝐦𝐦 ≤ 𝑧𝑧𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑚𝑚.

𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦 �
𝑖𝑖=1

𝑚𝑚

𝑏𝑏𝑖𝑖 − 𝐦𝐦𝑖𝑖𝑇𝑇𝐦𝐦

线性化?

例4. 数据拟合问题

(2)最小化所有残差的和： 𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦 �
𝑖𝑖

𝑏𝑏𝑖𝑖 − 𝐦𝐦𝑖𝑖𝑇𝑇𝐦𝐦
2

最小二乘 (least squares)



Xu Wei @ NJU / P16

1.2 线性规划模型的一般形式

𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦 𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦 𝒛𝒛 = 𝒄𝒄𝟏𝟏𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝒄𝒄𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 + ⋯+ 𝒄𝒄𝒏𝒏𝒙𝒙𝒏𝒏

s.t.

𝒂𝒂𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝒂𝒂𝟏𝟏𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐+⋯+ 𝒂𝒂𝟏𝟏𝒏𝒏𝒙𝒙𝒏𝒏 ≥ (=,≤) 𝒃𝒃𝟏𝟏
𝒂𝒂𝟐𝟐𝟏𝟏𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝒂𝒂𝟐𝟐𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐+⋯+ 𝒂𝒂𝟐𝟐𝒏𝒏𝒙𝒙𝒏𝒏 ≥ =,≤ 𝒃𝒃𝟐𝟐

⋯⋯⋯

𝒂𝒂𝒎𝒎𝟏𝟏𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝒂𝒂𝒎𝒎𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐+⋯+ 𝒂𝒂𝒎𝒎𝒏𝒏𝒙𝒙𝒏𝒏 ≥ =,≤ 𝒃𝒃𝒎𝒎

𝒙𝒙𝒋𝒋 ≥ ≤ 𝟎𝟎 , 𝒋𝒋 = 𝟏𝟏,𝟐𝟐, … ,𝒏𝒏



Xu Wei @ NJU / P17

1.3 线性规划模型的标准形式

𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦 𝒛𝒛 = 𝒄𝒄𝟏𝟏𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝒄𝒄𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 + ⋯+ 𝒄𝒄𝒏𝒏𝒙𝒙𝒏𝒏

s.t.

𝒂𝒂𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝒂𝒂𝟏𝟏𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐+⋯+ 𝒂𝒂𝟏𝟏𝒏𝒏𝒙𝒙𝒏𝒏 = 𝒃𝒃𝟏𝟏
𝒂𝒂𝟐𝟐𝟏𝟏𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝒂𝒂𝟐𝟐𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐+⋯+ 𝒂𝒂𝟐𝟐𝒏𝒏𝒙𝒙𝒏𝒏 = 𝒃𝒃𝟐𝟐

⋯⋯⋯

𝒂𝒂𝒎𝒎𝟏𝟏𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝒂𝒂𝒎𝒎𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐+⋯+ 𝒂𝒂𝒎𝒎𝒏𝒏𝒙𝒙𝒏𝒏 = 𝒃𝒃𝒎𝒎

𝒙𝒙𝒋𝒋 ≥ 𝟎𝟎 , 𝒋𝒋 = 𝟏𝟏,𝟐𝟐, … ,𝒏𝒏

其中 𝒃𝒃𝒊𝒊≥ 𝟎𝟎 (𝒊𝒊 = 𝟏𝟏,𝟐𝟐, … ,𝒎𝒎)
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1.3 线性规划模型的标准形式

• 非标准型  标准型

(1) 目标函数

(2) 约束条件

(3) 决策变量
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1.3 线性规划模型的标准形式

• 非标准型  标准型

 目标函数

xo

z

-z

令 𝒛𝒛′ = −𝒛𝒛

min 𝑧𝑧 = �
𝑗𝑗=1

𝑛𝑛

𝑐𝑐𝑗𝑗𝑥𝑥𝑗𝑗

max 𝑧𝑧′ = −�
𝑗𝑗=1

𝑛𝑛

𝑐𝑐𝑗𝑗𝑥𝑥𝑗𝑗
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1.3 线性规划模型的标准形式

• 非标准型  标准型

 约束条件

max 𝑧𝑧 = 40𝑥𝑥1 + 50𝑥𝑥2
𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 ≤ 30

3𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 ≤ 60

2𝑥𝑥2 ≤ 24

𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 ≥ 0

s.t.
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1.3 线性规划模型的标准形式

• 非标准型  标准型

 约束条件

max 𝑧𝑧 = 40𝑥𝑥1 + 50𝑥𝑥2 + 0𝑥𝑥3 + 0𝑥𝑥4 + 0𝑥𝑥5
𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 = 30

3𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4 = 60

2𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥5 = 24

𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4, 𝑥𝑥5 ≥ 0

s.t.

𝑥𝑥3,𝑥𝑥4,𝑥𝑥5称为松弛变量(slack variables)
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1.3 线性规划模型的标准形式

• 非标准型  标准型

 约束条件

min 𝑧𝑧 = 2𝑥𝑥1 + 5𝑥𝑥2 + 6𝑥𝑥3 + 8𝑥𝑥4
4𝑥𝑥1 + 6𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥4 ≥ 12

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 7𝑥𝑥3 + 5𝑥𝑥4 ≥ 14

2𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥4 ≥ 8

𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥4 ≥ 0

s.t.
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1.3 线性规划模型的标准形式

• 非标准型  标准型

 约束条件

4𝑥𝑥1 + 6𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥4 − 𝑥𝑥5 = 12

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 7𝑥𝑥3 + 5𝑥𝑥4 − 𝑥𝑥6 = 14

2𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥4 − 𝑥𝑥7 = 8

𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥7 ≥ 0

s.t.

𝑥𝑥5,𝑥𝑥6,𝑥𝑥7称为剩余变量(surplus variables)

min 𝑧𝑧 = 2𝑥𝑥1 + 5𝑥𝑥2 + 6𝑥𝑥3 + 8𝑥𝑥4 + 0𝑥𝑥5 + 0𝑥𝑥6 + 0𝑥𝑥7
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1.3 线性规划模型的标准形式

• 非标准型  标准型

 决策变量

3𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 ≤ 8
𝑥𝑥1 − 4𝑥𝑥2 ≤ 14

𝑥𝑥2 ≥ 0
s.t.

令 𝒙𝒙𝟏𝟏 = 𝒙𝒙𝟏𝟏′ − 𝒙𝒙𝟏𝟏′′

3𝑥𝑥1′ − 3𝑥𝑥1′′ + 2𝑥𝑥2 ≤ 8
𝑥𝑥1′ − 𝑥𝑥1′′ − 4𝑥𝑥2 ≤ 14

𝑥𝑥1′, 𝑥𝑥1′′, 𝑥𝑥2 ≥ 0
s.t.
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1.3 线性规划模型的标准形式

• 非标准型  标准型

 决策变量

s.t.
𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 ≤ 5
−6 ≤ 𝑥𝑥1 ≤ 10

𝑥𝑥2 ≥ 0

−𝟔𝟔 + 𝟔𝟔 ≤ 𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟔𝟔 ≤ 𝟏𝟏𝟎𝟎 + 𝟔𝟔
令 𝒙𝒙𝟏𝟏′ = 𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟔𝟔
𝟎𝟎 ≤ 𝒙𝒙𝟏𝟏′ ≤ 𝟏𝟏𝟔𝟔

s.t.
𝑥𝑥1′ + 𝑥𝑥2 ≤ 11

𝑥𝑥1′ ≤ 16
𝑥𝑥1′, 𝑥𝑥2 ≥ 0
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1.3 线性规划模型的标准形式

变换方法总结

• 目标函数为𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦型，价值系数一律反号，即令

𝒛𝒛′ = −𝒛𝒛 = −𝒄𝒄𝑻𝑻𝒙𝒙

• 第 𝒊𝒊个约束的 𝒃𝒃𝒊𝒊 为负值，则该行左右两端系数同时反号，同

时不等号也要反向。

• 第 𝒊𝒊个约束为 ≤ 型，在不等式左边增加一个非负的变量 𝒙𝒙𝒏𝒏+𝒊𝒊，
称为松弛变量；同时令 𝒄𝒄𝒏𝒏+𝒊𝒊 = 𝟎𝟎。

• 第 𝒊𝒊个约束为 ≥ 型，在不等式左边减去一个非负的变量 𝒙𝒙𝒏𝒏+𝒊𝒊，
称为剩余变量；同时令 𝒄𝒄𝒏𝒏+𝒊𝒊 = 𝟎𝟎。

• 若 𝒙𝒙𝒋𝒋 ≤ 0，令 𝒙𝒙𝒋𝒋 = −𝒙𝒙𝒋𝒋′，代入非标准型，则有 𝒙𝒙𝒋𝒋′ ≥ 𝟎𝟎。

• 若 𝒙𝒙𝒋𝒋正负不限，令 𝒙𝒙𝒋𝒋 = 𝒙𝒙𝒋𝒋′ − 𝒙𝒙𝒋𝒋′′，𝒙𝒙𝒋𝒋′ ≥ 𝟎𝟎，𝒙𝒙𝒋𝒋′′ ≥ 𝟎𝟎，代入

非标准型。
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1.3 线性规划模型的标准形式

练习：

min 𝑧𝑧 = −𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥3

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 ≤ 7
𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 ≥ 2
𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 ≥ 0, 𝑥𝑥3无限制

s.t.

请将下面的线性规划问题转换为标准形式。
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1.3 线性规划模型的标准形式

解：① 令 x3  = x4 – x5

② 加松弛变量 x6

③ 加剩余变量 x7

④ 令 z' = – z

max 𝑧𝑧′ = 𝑥𝑥1 − 2𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥4 − 3𝑥𝑥5

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4 − 𝑥𝑥5 + 𝑥𝑥6 = 7
𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4 − 𝑥𝑥5 − 𝑥𝑥7 = 2

𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥7 ≥ 0
s.t.
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1.4 线性规划模型的矩阵表示

𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦 𝒛𝒛 = 𝐜𝐜𝑻𝑻𝐦𝐦
𝒔𝒔. 𝒕𝒕. 𝐀𝐀𝐦𝐦 = 𝐛𝐛

𝐦𝐦 ≥ 𝟎𝟎
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1.5 线性规划解的定义

(1)
(2)

 定义1
满足约束(1)，(2)的 𝐦𝐦 = (𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)𝑇𝑇 称为LP问题的可行解 (feasible 

solution)，全部可行解的集合称为可行域 (feasible region) 。

 定义2
使目标函数达到最优值的的可行解称为LP问题的最优解 (optimal 

solution) 。

Linear Programming
(LP)

max 𝑧𝑧 = 𝐜𝐜𝑇𝑇𝐦𝐦

s.t. �𝐀𝐀𝐦𝐦 = 𝐛𝐛
𝐦𝐦 ≥ 𝟎𝟎
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