
作业 #5 

 

1. [5.1] 已知 f 是凸集 S 上的凸函数，证明水平集 ( ) T x S f x k=   对任意实

数 k 是凸集。 

 

证明：设 ,y z T ，令 ( )1x y z=  + −  ， 0 1   。因为 S 是凸集， ,y z S ，所

以 x S 。又因为 f 是凸函数，所以 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1f x f y z f y f z=  + −   + − ，

而 ( ) ( ),f y k f z k  ，所以 ( ) ( )1f x k k k  + −  = ，即 x T 。由此知 T 是凸集。 

 

2. [5.2(1)(4)] 判断以下函数是否为凸函数： 

(1) ( )
1

 lnf x
x

 
=  

 
  

解：𝑓′′(𝑥) =
1

𝑥2
> 0，对任意的𝑥 > 0恒成立，所以是凸函数。 

    

(4) ( ) ( )1 2

1 2 1 ,
x x

f x x x e
− +

=  

解：∇2𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥1−𝑥2 (
𝑥1 − 2 𝑥1 − 1
𝑥1 − 1 𝑥1

) 

|
𝑥1 − 2 𝑥1 − 1
𝑥1 − 1 𝑥1

| = 𝑥1(𝑥1 − 2) − (𝑥1 − 1)(𝑥1 − 1) = −1 < 0 

所以不是凸函数。 

 

3. [5.4] 考虑无约束极值问题： 

( ) 2 2

1 1 2 2 1 2min   8 3 7 25 31 29f x x x x x x= + + − + −x  

(1) 求其所有稳定点； 

(2) 稳定点是否是局部极小点？该问题是否有全局极小点？ 

 

解：(1) ( ) 1 2

1 2

16 3 25
0

3 14 31

x x
f

x x

+ − 
 = = 

+ + 
x ，求解得稳定点为： 

𝒙∗ = (𝑥1, 𝑥2) = (
443

215
, −

571

215
)。 



(2) ( )2
16 3

3 14
f

 
 =  

 
x ，该 Hessian 阵为正定矩阵，所以是凸规划，稳定点 *

x

既是局部极小点，也是全局极小点。 

 

4. [5.5] 考虑无约束极值问题： 

( ) ( )3 2

1 1 1 2 1 2min   2 3 6 1f x x x x x x= − − − −x  

(1) 求其所有局部极小点； 

(2) 若迭代求解从 ( )0 1, 1
T

= −x 开始，请问 ( )0 1,1
T

= −p 是否为下降方向？ 

解：(1) 令目标函数一阶导数为零，得： 

 
( )( )

( )

2 2

1 1 1 2 2 2

1 1 2 1 2

2 1 1 2
1 1 2 1

2

6 6 12 6 6 0
1 0

     
2 1 0

6 12 6 0

f
x x x x x x

x x x x x

x x xf
x x x x

x


= − − + + = − − − = 

 
− − =  = − + + =



 

由此，求得四个静止点为： ( )0,0 , ( )0, 1− , ( )1, 1− − 和 ( )1,0 。进一步检验二

阶导数，目标函数的 Hessian 阵为： 

 
1 2 1 2

1 2 1

12 12 6 12 12 6

12 12 6 12

x x x x

x x x

− − − + + 
 
− + + 

 

分别代入四个静止点，得： 

 
6 6

6 0

− 
 
 

，
6 6

6 0

− 
 
− 

，
6 6

6 12

− 
 

− 
 和 

6 6

6 12

− 
 
− 

 

只有第四个矩阵满足半正定，因此 ( )1,0 为局部极小点。 

 (2) 验证 ( )0 0 0
T

f x p  是否成立。代入初始点 ( )0 1, 1
T

x = − ，得： 

 ( )
6 6 12 6 6 12

1, 1
6 12 6 12

f
− + + −   

 − = =   
− − + −   

 

所以 ( ) ( )0 0

1
12, 12 24 0

1

T
f x p

− 
 = − = −  

 
成立，即 ( )0 1,1

T
p = − 是下降方向。 

5. 假设 n nG 是正定矩阵， nb ，求二次函数 ( )
1

2

T Tf = +x x Gx b x 的一阶

和二阶导数。 

解：𝑓(𝐱) =
1

2
𝐱𝑇𝐆𝐱 + 𝐛𝑇𝐱 (𝐆为𝑛 × 𝑛的对称矩阵) 



{
𝛻𝑓(𝐱) = 𝐆𝐱 + 𝐛

𝛻2𝑓(𝐱) = 𝐆        
 

推导过程： 

𝑓(𝐱) =
1

2
∑ ∑ 𝐺𝑗,𝑘𝑥𝑗𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

𝑛

𝑗=1

+ ∑ 𝑏𝑗𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

 

唯一包含变量𝑥𝑖的项为： 

1

2
𝐺𝑖𝑖𝑥𝑖

2 +
1

2
∑ 𝐺𝑗𝑖

𝑗≠𝑖

𝑥𝑗𝑥𝑖 +
1

2
∑ 𝐺𝑖𝑘

𝑘≠𝑖

𝑥𝑖𝑥𝑘 + 𝑏𝑖𝑥𝑖 

对𝑥𝑖求偏导得： 

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
= 𝐺𝑖𝑖𝑥𝑖 +

1

2
∑ 𝐺𝑗𝑖

𝑗≠𝑖

𝑥𝑗 +
1

2
∑ 𝐺𝑖𝑘

𝑘≠𝑖

𝑥𝑘 + 𝑏𝑖 = ∑ 𝐺𝑖𝑗𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

+ 𝑏𝑖 = (𝐆𝐱 + 𝐛)𝑖 

(因为 𝐺𝑖𝑗 = 𝐺𝑗𝑖) 

因此 𝛻𝑓(𝐱) = 𝐆𝐱 + 𝐛 

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
= 𝐺𝑖𝑗  

所以 𝛻2𝑓(𝑥) = 𝐆 

 

6. [5.6] 假设 n nG 是正定矩阵， nb ，对二次函数

( )
1

2

T Tf = +x x Gx b x ，证明其沿射线 k k k+x p 的一维精确线搜索极小值为

T

k k
k T

k k

f



= −

p

p Gp
。 

 

解：令： 

Φ(𝛼) = 𝑓(𝒙𝒌 + 𝛼𝒑𝒌) 

则需证明Φ(𝛼)的极小值点为−
∇𝑓𝑘

𝑇𝑷𝒌

𝒑𝒌
𝑻𝑮𝒑𝒌

 

求导得： 

Φ′(𝛼) = ∇𝑓(𝒙𝒌 + 𝛼𝒑𝒌)𝑇 ⋅ 𝒑𝒌 = (𝑮(𝒙𝒌 + 𝛼𝒑𝒌) + 𝒃)𝑻𝒑𝒌

= (𝑮𝒙𝒌 + 𝒃)𝑻𝒑𝒌 + 𝛼𝒑𝒌
𝑻𝑮𝑻𝒑𝒌 = ∇𝑓(𝒙𝒌)𝑇𝒑𝒌 + 𝛼𝒑𝒌

𝑻𝑮𝑻𝒑𝒌 

Φ′′(𝛼) = 𝒑𝒌
𝑻𝑮𝑻𝒑𝒌 > 0(𝑮正定)                                                                           

因此令一阶导数等于 0 即得： 



𝛼𝑘 = −
∇𝑓(𝒙𝒌)𝑇𝒑𝒌

𝒑𝒌
𝑻𝑮𝑻𝒑𝒌

= −
∇𝑓𝑘

𝑇𝒑𝒌

𝒑𝒌
𝑻𝑮𝒑𝒌

 

7. [5.11] 约束极值问题： 

( )
2 2

1 2

2

1 2

1 2

min   2

0
 s.t.  

0

x x

x x

x x

− +

 − 

− + 

 

检验 ( ) ( )1 0,0
T

=x 和 ( ) ( )2 1,1
T

=x 是否为 K-T 点。 

 

解： ( )
( )

( ) ( )1

1 2

22

1 12 2
,  ,  

2 12

x
f c c

xx

− −    
 =  =  =     

−    
x x x  

✓ 验证 ( )1
x 。由于 ( )( ) ( )( )1 1

1

4 1
,  

0 0
f c

−   
 =  =   

   
x x ，所以代入

( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1

1 1 2 2 0f c c −  −  =x x x ，得：
1 24,  0 = −  = 。因为

1 0  ，所以 ( )1
x

不是 K-T 点。 

✓ 验证 ( )2
x 。由于 ( )( ) ( )( )2 2

1

2 1
,  

2 2
f c

−   
 =  =   

−   
x x ，所以代入

( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2

1 1 2 2 0f c c −  −  =x x x ，得： 1 20,  2 0 =  =  ，所以 ( )2
x 是 K-T

点。 

 


