
作业 #2 

 

1. [2.1(3)(4)] 写出下列线性规划问题的对偶问题： 

(1)  
1 2 3 4

1 2 3 4

1 3 4

2 3 4

1 2 3 4

min   3 2 4

  3 + 10

2 +2 8
 s.t.  

    + + =6

0, , 0,

z x x x x

x x x x

x x x

x x x

x x x x

= + − +

+ − 


− 


   无约束

  (2)  

( )

( )

1 1

1

1

min   

 s.t.   1, 2,...,

1, 2,...,

0

m n

ij ij

i j

n

ij i

j

m

ij j

i

ij

z c x

x a i m

x b j n

x

= =

=

=

=


= =





= =










 

解：(1) 其对偶问题为： 

1 2 3

1 2

1 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

max   10 8 6

2 3

 2

3 2 4 s.t.  

1

0, 0,

w y y y

y y

y y

y y y

y y y

y y y

= + +

+ 


+ 


− + +  −
 − + =

   无约束

 

(2) 其对偶问题为： 
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2. [2.2] 设 m nA ， mb ， nc ，已知线性规划的原问题为 

max   

 s.t.  

Tz =






c x

Ax b

x 0

 

(1) 写出上述线性规划对应的对偶问题； 

(2) 如果
*

y 为对偶问题的最优解，并且假设原问题约束条件右端项b用b替

换之后其最优解为 x，试证明
*T Tc x b y 。 

 

解：(1) 对偶问题为： 
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T

T
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(2) 原问题b被b替换后对应的对偶问题变为： 
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T

T
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显然，可行域没有变化，故 *
y 仍是新问题的对偶问题的可行解。又 x 是新问题

的可行解，由弱对偶性有： T T *
c x b y 。或者，

( )
TT T T T T =  =* * *

b y Ax y x A y x c c x。 

3. 给出线性规划问题： 

  

(1) 写出其对偶问题；(2) 利用对偶问题性质证明原问题目标函数值 。 

 

解：（1）对偶问题为： 

 

 

（2）因为 是对偶问题的一个可行解，其对应的目标函数值为 1，所

以由弱对偶性，原问题的目标函数值 。 

 

4. 考虑如下线性规划问题： 
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(1) 用对偶单纯形法求解原问题； 
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(2) 用单纯形法求解其对偶问题，并对比(1)与(2)中每步计算得到的结果。 

 

解：（1）其对偶问题为 
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（2）用对偶单纯形法求解原问题： 

jc  -60 -40 -80 0 0 
0 

Bc  
Bx  b  1x  

2x  
3x  

4x  
5x  

6x  

0 4x  -2 -3 -2 -1 1 0 0 

0 5x  -4 [-4] -1  -3 0 1 0 

0 6x  -3 -2 -2 -2 0 0 1 

j jc z−  -60 -40 -80 0 0 0 

0 4x  1 0 -5/4 5/4 1 -3/4 0 

-60 1x  1 1 1/4 3/4 0 -1/4 0 

0 6x  -1 0 [-3/2] -1/2 0 -1/2 1 

j jc z−  0 -25 -35 0 -15 0 

0 4x  11/6 0 0 5/3 1 -1/3 -5/6 

-60 1x  5/6 1 0  2/3 0 -1/3 1/6 

-40 2x  2/3 0 1 1/3 0 1/3 -2/3 

j jc z−  0 0 -80/3 0 -20/3 -50/3 

 

（3）用单纯形法求解其对偶问题： 

jc  2 4 3 0 0 
0 

Bc  
By  b  1y  

2y  
3y  

4y  
5y  

6y  

0 4y  60 3 [4] 2 1 0 0 

0 5y  40 2 1  2 0 1 0 

0 6y  80 1 3 2 0 0 1 

j jc z−  2 4 3 0 0 0 

4 2y  15 3/4 1 1/2 1/4 0 0 

0 5y  25 5/4 0  [3/2] -1/4 1 0 

0 6y  35 -5/4 0 1/2 -3/4 0 1 



j jc z−  -1 0 1 -1 0 0 

4 2y  20/3 1/3 1 0 1/3 -1/3 0 

3 3y  50/3 5/6 0 1 -1/6 2/3 0 

0 6y  80/3 -5/3 0 0 -2/3 -1/3 1 

j jc z−  -11/6 0 0 -5/6 -2/3 0 

 

（4）每次迭代的结果中，原问题的检验数行的相反数是对偶问题的可行解；原

问题的变量对应于对偶问题的松弛变量。 

 

5. [2.6] 已知线性规划问题 A 和 B 如下： 
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(1) 试写出 iy 和 ( )ˆ 1,2,3iy i = 的关系式。 

(2) 如果用 3 3

1

3
x x = 替换问题 A 中的 3x ，请问影子价格 iy 是否有变化？ 



解：(1) 问题 B 相当于对问题 A 左乘了矩阵

3 0 0

0 1 3 0
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P
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，因此由 1T T
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展开： 

1 1 3

1
ˆ

3
y y y= − ， 2 2

ˆ 3y y= ， 3 3ŷ y= 。 

或者： 

1 1 3
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2 2

1
ˆ

3
y y= ， 3 3

ˆy y= 。 

 

(2) 没有变化。 

 

6. [2.7] 先用单纯形法求解线性规划： 
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再分析下列条件单独变化的情况下最优解的变化： 

(1) 目标函数中变量 3x 的系数变为 6； 

(2) 约束条件右端项由
1

3

 
 
 

变为
2

3

 
 
 

； 

(3) 增添一个新的约束 1 2 32 4x x x+ +  。 

 

解：最终单纯形表为： 

 2 3 1 0 0 

Bc  Bx  b  1x  2x  3x  4x  5x  

2 1x  1 1 0 -1 4 -1 

3 2x  2 0 1 2 -1 1 

 0 0 -3 -5 -1 

最优解为 ( )* 1,2,0
T

x = 。 

 



(1) ( )1

3 3 3

1 3
6 5,1 2 0

7 3
c −  

 = − = − =  
 

Bc B P ，需继续按单纯形计算。 

 2 3 6 0 0 

Bc  
Bx  b  

1x  
2x  

3x  
4x  

5x  

2 1x  1 1 0 -1 4 -1 

3 2x  2 0 1 [2] -1 1 

 0 0 2 -5 -1 

2 1x  2 1 1/2 0 7/2 -1/2 

6 3x  1 0 1/2 1 -1/2 1/2 

 0 -1 0 -4 -2 

最优解变为 ( )* 2,0,1
T

x = 。 

 

(2) 由 1
4 1 2 5

0
1 1 3 1

−
−    

= =     
−    

B b ，最优基不变。 

 

(3) 将原最优解 ( )* 1,2,0
T

x = 代入新增约束，得：
1 2 32 1 4 0 5 4x x x+ + = + + =  ，所

以新增约束起作用，需重新计算。 

 2 3 1 0 0 0 

Bc  
Bx  b  1x  

2x  
3x  

4x  
5x  

6x  

2 1x  1 1 0 -1 4 -1 0 

3 2x  2 0 1 2 -1 1 0 

0 6x  4 1 2 1 0 0 1 

 0 0 -3 -5 -1 0 

2 1x  1 1 0 -1 4 -1 0 

3 2x  2 0 1 2 -1 1 0 

0 6x  -1 0 0 -2 -2 [-1] 1 

 0 0 -3 -5 -1 0 

2 1x  2 1 0 1 6 0 -1 

3 2x  1 0 1 0 -3 0 1 

0 5x  1 0 0 2 2 1 -1 

 0 0 -1 -3 0 -1 

 

7. 给出线性规划问题 



max  𝑧 = 3𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑐3𝑥3 + 𝑐4𝑥4               

𝑠. 𝑡. {

6𝑥1 + 3𝑥2 + 5𝑥3 + 4𝑥4 ≤ 450        
3𝑥1 + 4𝑥2 + 5𝑥3 + 2𝑥4 ≤ 300 + 𝜆

𝑥𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, … ,4

 

请回答下列问题： 

(1) 考虑𝜆 = 0的情形，以(𝑥1, 𝑥2)为基变量列出相应的单纯形表。 

(2) 若(𝑥1, 𝑥2)为最优基，请问(𝑐3 , 𝑐4)在什么范围内变化时，最优解保持不变？ 

(3) 若(𝑥1, 𝑥2)为最优基，请问𝜆在什么范围内变化时，影子价格保持不变？ 

(4) 如果引入一个新的决策变量𝑥5，其对应的目标函数系数为𝑐5，工艺向量

为𝑃5 = (2, 3)𝑇，请问𝑐5在什么范围内变化时，最优解才会发生变化？  

 

(1) 引入松弛变量，将原问题转化为标准形式： 

max  𝑧 = 3𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑐3𝑥3 + 𝑐4𝑥4

𝑠. 𝑡. {

6𝑥1 + 3𝑥2 + 5𝑥3 + 4𝑥4 + 𝑥5 = 450       
3𝑥1 + 4𝑥2 + 5𝑥3 + 2𝑥4 + 𝑥6 = 300 + 𝜆

𝑥𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, … ,4

 

 

取变量(𝑥1, 𝑥2)为初始基变量，对应的初始单纯形表如下表所示。 

𝑐𝑗 → 3 1 𝑐3 𝑐4 0 0  

𝐶𝐵 基 𝑏 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝜃𝑖 

3 𝑥1 60-1/5 𝜆 1 0 1/3 2/3 4/15 -1/5  

2 𝑥2 30+2/5 𝜆 0     1     1 0 -1/5 2/5  

 0 0 𝑐3-3 𝑐4-2 -2/5 -1/5  

 

(2) 若𝑐3 ≤ 3和𝑐4 ≤ 2时，最优解不变。 

(3) −75 ≤ 𝜆 ≤ 300时，影子价格不变。 

(4) 引入松弛变量，将原问题转化为标准形式： 

max  𝑧 = 3𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑐3𝑥3 + 𝑐4𝑥4 + 𝑐5𝑥5

𝑠. 𝑡. {

6𝑥1 + 3𝑥2 + 5𝑥3 + 4𝑥4 + 2𝑥5 + 𝑥6 = 450       
3𝑥1 + 4𝑥2 + 5𝑥3 + 2𝑥4 + 3𝑥5 + 𝑥7 = 300 + 𝜆

𝑥𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, … ,4

 

取变量(𝑥1, 𝑥2)为初始基变量，对应的初始单纯形表如下表所示。 

𝑐𝑗 → 3 2 𝑐3 𝑐4 𝑐5 0 0  

𝐶𝐵 基 𝑏 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7 𝜃𝑖 

3 𝑥1 30+2/5 𝜆 1 0 1/3 2/3  -1/15 4/15 -1/5  

2 𝑥2 60-1/5 𝜆 0     1     1 0 4/5     -1/5 2/5  

 0 0 𝑐3-3 𝑐4-2 𝑐5-7/5 -2/5 -1/5  

显然，𝑐5 >
7

5
时，最优解变化。 

 

 



8. 已知某纺织厂生产三种针织产品，其下月的生产计划必须满足以下约束： 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 12

2 4

, , 0

x x x

x x x f

x x x

+ + 

+ + 



 

1 2 3, ,x x x 是三种产品的产量，第一个约束是给定的设备工时约束，第二个约

束是原料棉花的约束，取决于当月的棉花供应量 f 。假设三种产品的单位净

利润分别为 2，3和 3。请给出原料棉花的影子价格与其供应量 f 的关系 ( )2 f ，

以及纺织厂总净利润与 f 的关系 ( )z f ，并绘制 ( )z f 的图。 

 

解：（法 1）该问题的对偶问题为： 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

min   12

2 2

4 3
 s.t.  

2 3

, 0

w f 

 

 

 

 

= +

+ 


+ 


+ 
 

 

𝑓不同取值对应𝜆2的关系如下： 

 

 

图中阴影部分是可行域，红色线表示0 ≤ 𝑓 ≤ 6的情况，交点是（0,3），因此能

得到𝜆2 = 3；棕色线表示6 < 𝑓 < 48的情况，交点是(
9

7
,

3

7
)，因此能得到𝜆2 =

3

7
；

蓝色线表示𝑓 ≥ 48的情况，交点是（3,0），因此能得到𝜆2 = 0。 

 



1）若−
12

𝑓
≥ −

1

4
，即𝑓 ≥ 48时，λ1(𝑓) = 3，λ2(𝑓) = 0； 

2）若−2 < −
12

𝑓
< −

1

4
，即6 < 𝑓 < 48时，λ1(𝑓) =

9

7
，λ2(𝑓) =

3

7
； 

3）若−
12

𝑓
≤ −2，即0 ≤ 𝑓 ≤ 6时，λ1(𝑓) = 0，λ2(𝑓) = 3。 

𝑧(𝑓) = 𝑤(𝑓) = {

36, 𝑓 ≥ 48

3𝑓 + 108

7
6 < 𝑓 < 48

3𝑓 0 ≤ 𝑓 ≤ 6

 

 

（法 2, 也可使用单纯形法解对偶问题）原问题标准型： 

max  𝑧 = 2𝑥1 + 3𝑥2 + 3𝑥3 

𝑠. 𝑡. {

𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4 = 12
2𝑥1 + 4𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥5 = 𝑓

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 ≥ 0
 

用单纯形表求解： 

 𝑐𝑗  2 3 3 0 0 

𝑐𝐵 𝑋𝐵 b 𝑋1  𝑋2 𝑋3 𝑋4 𝑋5 

0 𝑋4 12 1 1 2 1 0 

0 𝑋5 𝑓 1 4 1 0 1 

   2 3 3 0 0 

(1)0 ≤ 𝑓 < 48时 

 𝑐𝑗  2 3 3 0 0 

𝑐𝐵 𝑋𝐵 b 𝑋1  𝑋2 𝑋3 𝑋4 𝑋5 

0 𝑋4 12-
𝑓

4
 1/2 0 7/4 1 -1/4 

3 𝑋2 𝑓

4
 

1/2 1 1/4 0 1/4 

   1/2 0 9/4 0 -3/4 

a)0 ≤ 𝑓 ≤ 6时 

 𝑐𝑗  2 3 3 0 0 

𝑐𝐵 𝑋𝐵 b 𝑋1  𝑋2 𝑋3 𝑋4 𝑋5 

0 𝑋4 12-2𝑓 -3 -7 0 1 -2 

3 𝑋3 𝑓 2 4 1 0 1 

   -4 -9 0 0 -3 



此时最优解为（0，0，f）,𝑧𝑚𝑎𝑥 = 3𝑓 , 𝑦2 = 0 ∗ (−2) + 3 ∗ 1 = 3 

b)6 < 𝑓 < 48时 

 𝑐𝑗  2 3 3 0 0 

𝑐𝐵 𝑋𝐵 b 𝑋1  𝑋2 𝑋3 𝑋4 𝑋5 

3 𝑋3 48 − 𝑓

7
 

2/7 0 1 4/7 -1/7 

3 𝑋2 2𝑓 − 12

4
 

3/7 1 0 -1/7 2/7 

   -1/7 0 0 -9/7 -3/7 

此时𝑧𝑚𝑎𝑥 = (3𝑓 + 108)/7, 𝑦2 = 3 ∗ (−1/7) + 3 ∗ 2/7 = 3/7 

(2)𝑓 ≥ 48时 

 𝑐𝑗  2 3 3 0 0 

𝑐𝐵 𝑋𝐵 b 𝑋1  𝑋2 𝑋3 𝑋4 𝑋5 

3 𝑋2 12 1 1 2 1 0 

0 𝑋5 𝑓 − 48 -2 0 -7 -4 1 

   -1 0 -3 -3 0 

此时𝑧𝑚𝑎𝑥 = 36,  𝑦2 = 3 ∗ 0 + 0 ∗ 1 = 0 

综上： 

𝜆2(𝑓) = {

3, 0 ≤ 𝑓 ≤ 6

  
3

7
, 6 < 𝑓 < 48

0, 𝑓 ≥ 48      

 

总净利润： 

𝑧(𝑓) = 𝑤(𝑓) = {

36, 𝑓 ≥ 48
3𝑓 + 108

7
6 < 𝑓 < 48

3𝑓 0 ≤ 𝑓 ≤ 6

 

 

纺织厂总净利润与 f 的关系如下： 



 

 


