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第5章 特征函数

5.1   定义

5.2   性质

5.3 逆转公式与唯一性定理

5.4   分布函数的再生性

5.5   多元特征函数

5.6   特征函数的应用
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5.1 定义

 数字特征只反映概率分布的某些侧面，一般并不能通过它们来

完全确定分布函数，下面将要引进的特征函数，既能完全决定

分布函数，又具有良好的分析性质。

 为了定义特征函数，需要稍微拓广一下随机变量

的概念，引进复随机变量。
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定义 5.1   
如果ξ与η都是概率空间上的实值随机变量，则称 = +iζ ξ η 为

复随机变量。 

( )1 1,ξ η ( )2 2,ξ η

1 1 1= +iζ ξ η
2 2 2= +iζ ξ η

从定义知道，对复随机变量的研究本质上是对二维随机向量的研究。
这里举一个例子：如果二维向量 与 是独立的，

则称复随机变量 与 是独立的。


定义5.1  







如果与都是概率空间上的实值随机变量，则称为复随机变量。
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 定义一个复随机变量 = +iζ ξ η的数学期望为 
E( )=E( )+iE( )ζ ξ η  

 对复随机变量也可以平行于实随机变量建立起一系列结果。例

如，若 1 2, ,..., nζ ζ ζ  是相互独立的，则 

1 2 1 2E( )=E( )E( ) E( ) n nζ ζ ζ ζ ζ ζ  

 又如，若 ( )g x  是一个一元博雷尔可测函数，且 ( )=gη ξ ，则 

           
( ) ( )i iiE(e ) E(e ) e d ( ) 5.1tg tg xt F xξη

ξ

∞

−∞
= = ∫ （ ）

    

这里常用欧拉公式
ie cos( ) i sin( )t t tη η η= +


· 定义一个复随机变量
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的数学期望为
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· 对复随机变量也可以平行于实随机变量建立起一系列结果。例如，若
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· 又如，若
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 是一个一元博雷尔可测函数，且
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 下面引进随机变量ξ的特征函数， 
 定义 5.2：  

若随机变量ξ的分布函数为 ( )F xξ ，则称 
i i( ) E(e ) e d ( ) 5.2t txf t F xξ

ξ ξ

∞

−∞
= = ∫ （ ） 

为ξ 的特征函数（characteristic function） 
 特征函数是一个实变量的复值函数，由于 i|e | 1tx = ，所以它对 

一切实数 t 都有意义。 

 显然特征函数只与分布函数有关，因此亦称某一分
布函数的特征函数。





下面引进随机变量
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的特征函数，

· 定义5.2： 

若随机变量
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· 特征函数是一个实变量的复值函数，由于
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 对于离散型随机变量，若其分布律为 

1 2

1 2

n

n

x x x
p p p

 
 
 

 

 

 

则其特征函数为 

i

1
( ) e (5.3)jtx

j
j

f t p
∞

=

=∑


· 对于离散型随机变量，若其分布律为
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则其特征函数为



7

Operations Research – Introduction                                                                W. Xu @ NJU

7

Operations Research – Introduction                                                                W. Xu @ NJU概率论 hlxu@nju.edu.cn概率论 定义

 对于连续型随机变量，若其分布密度函数为 ( ) ,p x  则其特征函数

为 

i( ) e ( )d 5.4txf t p x x
∞

−∞
= ∫ （ ） 

这时，特征函数是密度函数 ( )p x 的傅里叶（Fourier）变换。 

 傅里叶分析是数学中一种非常有力的工具，它在许多数学分

支中都起了重大作用，它在概率论中占有突出的地位。

 一般情况下的特征函数可以看作是这种傅里叶变换的推广。


· 对于连续型随机变量，若其分布密度函数为
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这时，特征函数是密度函数
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下面指出一些重要分布的特征函数。 
[例 1] 退化(单点)分布 I(x-c)的特征函数为 

𝑓𝑓 𝑡𝑡 = (𝑝𝑝eit + 𝑞𝑞)𝑛𝑛 （5.6）

( ) i(e 1)e 5.7
t

f t λ −= （ ）

[例3]泊松分布𝜋𝜋(𝜆𝜆)的特征函数为


下面指出一些重要分布的特征函数。


[例1] 退化(单点)分布I(x-c)的特征函数为
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 [例 4] Γ分布 ( , )G rλ 的特征函数为 

i 1
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e d
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下面介绍特征函数的一些基本性质。 
性质 1  特征函数 ( )f t 有如下性质： 

      

(0) 1 (5.9)
( ) (0) (5.10)

( ) ( ) (5.11)

f
f t f

f t f t

=

≤

− =
 

5.2  性质


下面介绍特征函数的一些基本性质。


性质1  特征函数
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[证明]  

i

i

i

(0) 1d ( ) 1

| ( ) | | e | d ( ) 1 (0)

( ) e d ( )

e d ( ) ( )

tx

tx

tx

f F x

f t F x f

f t F x

F x f t

∞

−∞

∞

−∞

∞ −
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∞
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= =

≤ = =

− =

= =

∫
∫
∫

∫
 


[证明] 
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 [证明] 因为 

( )

( )

( )

i( ) i

i i

| |

| |

( ) ( ) e e d ( )

|e 1|d ( ) 2 d ( ) e 1 d

2 d ( ) 2 sin d
2

t h x tx

Ahx hx

x A A

A

x A A

f t h f t F x

F x F x F x

hxF x F x

∞ +

−∞

∞

−∞ ≥ −

≥ −

+ − = −

≤ − ≤ + −

= +

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

注意上式右边已与 t无关；可选足够大的 A使 | |
d ( )

x A
F x

≥∫ 任意小，

然后选充分小的 h 可使第二个积分也任意小，从而证明了结

论。 
 

性质2 特征函数在 上一致连续( , )−∞ ∞


 [证明] 因为
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[ 证 明 ]                    

{ }i( )

1 1 1 1

i( ) ii

1 1 1 1

2
i

1

( ) = e d ( )

e d ( ) e e d ( )

e d ( ) 0

k j

k j jk

k

n n n n
t t x

k j k j k j
k j k j

n n n n
t t x t xt x

k j k j
k j k j

n
t x

k
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f t t F x
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 这个性质称为非负定性，以后我们将会看到，这
是特征函数最本质的性质之一。

性质 3 对于任意的正整数 n，任意实数 1 2, , nt t t 及复数 1 2, , ,nλ λ λ  
   成立 
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性质3 对于任意的正整数n，任意实数
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 [证明]   

设 1ξ 与 2ξ 是两个相互独立的随机变量，而

1 2+η ξ ξ= , 由 1ξ 与 2ξ 的独立性不难推得复随机

变量 1ie tξ 与 2ie tξ 也是独立的，因此 

            
( )1 2 1 2i i iiE(e ) E(e ) E(e ) E(e )t t tt ξ ξ ξ ξη += = ⋅   

性质 4 可推广到 n 个独立随机变量之和的场

合。 

性质4 两个相互独立的随机变量之和的特征函数等于
它们的特征函数之积。


 [证明]  


设
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性质4可推广到
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 应当着重指出，正是由于性质 4, 才使特征函数在概率论中占

有重要地位。 

 由于这个性质，独立随机变量和的特征函数可以方便地

用各个特征函数相乘来求得，而独立和的分布函数要通

过复杂的运算才能得到.

 相比之下，用特征函数来处理独立和问题就有力得多.
独立和问题在概率论的古典问题中占有“中心”地位，

而这些问题的解决大大有赖于特征函数的引进。


· 应当着重指出，正是由于性质4, 才使特征函数在概率论中占有重要地位。
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性质 5 设随机变量ξ有 n 阶矩存在。则它的特征函数 

可微分 n 次，且当 k n≤ 时： 

                   
( ) (0) i E( ) (5.13)k k kf ξ=   

[证明]              

|
d𝑘𝑘

d𝑡𝑡𝑘𝑘
(ei𝑡𝑡 𝑡𝑡 )| = |i𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘ei𝑡𝑡 𝑡𝑡 | = |𝑥𝑥|𝑘𝑘


性质5 设随机变量
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由于ξ的 k 阶矩存在，故 d ( ) ,kx F x
∞

−∞
< ∞∫ 因而可作下列积分号 

下的微分 

( ) i

i

d( ) (e )d ( )
d

i e d ( )

k
k tx

k

k k tx

f t F x
t

x F x

∞

−∞

∞

−∞

=

=

∫

∫  

取 0t = 即得 （5.13） 

性质 5 使我们可以方便地求得随机变量的各阶矩。 
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推论 若随机变量ξ有 n 阶矩存在，则它的特征函数可作如下展 

开： 
2

2(i ) (i )( ) 1 (i )E( ) E( ) E( ) ( ) (5.14)
2! !

n
nt tf t t o t

n
ξ ξ ξ= + + + + +  


推论 若随机变量
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性质 6 设 a bη ξ= + ,这里 a, b 为常数，则 

             ( ) ( )ie (5.15)btf t f atη ξ=   


性质6 设
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 例 5 正态分布 ( )2,N a σ  的特征函数，先讨论

( )0,1N 的场合： 

   ( )
2 2

i 2 21 1e e d cos( ) e d
2π 2π

x x
txf t x tx x

∞ ∞− −

−∞ −∞
= = ⋅∫ ∫  

 


 例5 正态分布
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因此， 
2

ln ( )
2
tf t c= − +  


因此，
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5.3 逆转公式与唯一性定理

 现在来证明特征函数与分布函数是相互唯一确定的，由

分布函数决定特征函数是显然的，剩下来的是需要证明可

由特征函数唯一决定分布函数。

 下面定理的证明要用到如下数学分析的引理。
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    引理 5.1   设 1 2x x<  

    
1 2

1 2 0

sin ( ) sin ( )1( , , , ) d (5.18)
π

T t x x t x xg T x x x t
t t
− − = −  ∫  

则 

      

1 2

1 2 1 2

1 2

0,
1lim ( , , , ) , (5.19)
2
1,

T

x x x x

g T x x x x x x x

x x x
→∞

< >
= = =


< <

或

或

 


    引理5.1   设
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[证明] 从数学分析中知道狄拉克克雷积分 

0

1/ 2, 0
1 sin( ) d 0, 0 (5.20)
π

1/ 2, 0

tD t
t

α
αα α

α

∞
>

= = =
− <

∫
 

而 

1 2 1 2lim ( , , , ) ( ) ( )
T

g T x x x D x x D x x
→∞

= − − −  

分别考察 x 在区间 1 2( , )x x 的端点及内外时相应狄利克雷积分 
的值即得（5. 19). 


[证明] 从数学分析中知道狄拉克克雷积分
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定理 5.1(逆公式)   
设分布函数 ( )F x 的特征函数为 ( )f t ，又

1 2,x x 是 ( )F x 的连续点，则 

1 2i i

2 1
1 e e( ) ( ) lim ( )d (5.21)

2π i

t x t xT

TT
F x F x f t t

t

− −

−→∞

−
− = ∫  


定理5.1(逆公式)  
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事实上，对 0α >  

i i i

0 0
e 1 = i e d e dx xx x

α αα α− ≤ =∫ ∫  

对 0α ≤ ,取共轭即知也成立。因此 
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交换上述二次积分顺序得到， 

1 2

1 1 2 2

i i
i

i ( ) i ( ) i ( ) i ( )

0

1 2
0

1 2

1 e e e d d ( )
2π i

1 e e e e d d ( )
2π i

sin ( ) sin ( )1 d d ( )
π

( , , , )d ( )

tx txT tx
T T

t x x t x x t x x t x xT

T

I t F x
t

t F x
t

t x x t x x t F x
t t

g T x x x F x

− −∞

−∞ −

− − − − − −∞

−∞

∞
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∞
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 −
=  
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∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

 


交换上述二次积分顺序得到，
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 此处 1 2( , , , )g T x x x 按（5.18）定义. 由（5.19）知（5.18）

1 2( , , , )g T x x x 有界，因此由勒贝格控制收敛定理（交换顺序）

并利用引理的结果可得： 

1 2

2 1

lim lim ( , , , )d ( )

( ) ( )

TT T
I g T x x x F x

F x F x

∞

−∞→∞ →∞
=

= −

∫
 


· 此处
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[证明 ]  应用逆转公式，在 ( )F x 的每一连续点上，当 y 沿 ( )F x  

的连续点趋于−∞时，有 

i i1 e e( ) lim lim ( )d (5.22)
2π i

t y t xT

Ty T
F x f t t

t

− −

−→−∞ →∞

−
= ∫  

 

而分布函数由其连续点上的值唯一决定。 

由唯一性定理可知特征函数也完整地描述了随机变

量。 

定理5.2 (唯一性定理）分布函数由其特征函数唯一决定。


[证明] 
应用逆转公式，在
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定理 5.3  若 ( )df t t
∞

−∞
< ∞∫ ，则相应的分布函数 ( )F x 的导数 

存在并连续，而且 

i1( ) e ( )d (5.23)
2π

txF x f t t
∞ −
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′ = ∫  
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[证明] 由逆转公式，若 x x+ ∆ 及 x 是 ( )F x 的连续点，则 

i i ( )( ) ( ) 1 e elim ( )d
2π i

tx t x xT

TT

F x x F x f t t
x t x
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tx t x x

t x

− − +∆−
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∆  

依假设 ( ) df t t
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< ∞∫ ，因此 

 
i i ( )( ) ( ) 1 e e ( )d
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tx t x xF x x F x f t t
x t x

− − +∆∞

−∞

+ ∆ − −
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利用控制收敛定理 
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∫

∫
 

 

 因此 ( ) ( )p x F x′= 存在而有界. 再次利用控制收敛定理即得 ( )F x′

的连续性. 

 因此在 ( )f t 是绝对可积的条件下，分布密度 ( )p x 与特征函数 ( )f t

通过傅里叶变换来联系. 

 


利用控制收敛定理



[image: image1.wmf]0


ii()


0


i


()()


()lim


1ee


lim()d


2


π


i


1


e()d


2


π


x


txtxx


x


tx


FxxFx


Fx


x


ftt


tx


ftt


D®


--+D


¥


-¥


D®


¥


-


-¥


+D-


¢


=


D


-


=


D


=


ò


ò




· 因此
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5.4 分布函数的再生性 

 

许多重要的分布函数具有一个有趣的性质一一再生性。这个 

性质用特征函数来研究最为方便。下面通过几个例子来说明它。 

 

[例 6]  若 1ξ 服从 ( , ),b m p  2ξ 服从 ( , ),b n p  而且 1ξ 与 2ξ  独立，则 

1 2η ξ ξ= + 服从 ,b m n p+（ ）。    

事实上， ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

i ie , e ,
m nt tf t p q f t p qξ ξ= + = +  由性质 4 知 

( ) ( )ie
m ntf t p qη

+
= +  

因此由唯一性定理知η  服从 ( , ).b m n p+  
这个事实简记作 

           ( ) ( )1, 2, 1 2( , ) (5.24)b n p b n p b n n p∗ = +    


5.4 分布函数的再生性

许多重要的分布函数具有一个有趣的性质一一再生性。这个

性质用特征函数来研究最为方便。下面通过几个例子来说明它。

[例6]  若
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例 7 若 1ξ 服从泊松分布 ( )1 ,π λ  2ξ 服从 ( )2 ,π λ 而且 1ξ 与 2ξ 独立，则

1 2η ξ ξ= + 服从 ( )1 2 .π λ λ+  

)这个结论简记为𝜋𝜋 𝜆𝜆1 ∗ 𝜋𝜋 𝜆𝜆2 =𝜋𝜋 𝜆𝜆1+𝜆𝜆2 (5.25


例7 若
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例 8 若 1ξ 服从 ( )2
1 1, ,N a σ  2ξ 服从 ( )2

2 2, ,N a σ 而且 1ξ 与 2ξ 独立，则 

1 2η ξ ξ= + 服从 ( )2 2
1 2 1 2+ , .N a a σ σ+  


例8 若
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例 9 若 1ξ 服从 1( , ),G rλ 2ξ 服从 2( , ),G rλ  而且 1ξ 与 2ξ 独立，则

1 2η ξ ξ= + 服从 ( )1 2, .G r rλ +   

 事实上，由（5.8） 


















例9	若服从服从 而且与独立，则服从 

· 事实上，由（5.8）
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 还有研究这类命题的逆命题一一分布函数的分解问题，
即若两个独立随机变量之和服从某一分布，问是否能断
定这两个随机变量也分别服从这个分布。

 已经证明对于正态分布及泊松分布逆命题的确成立。
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 若随机向量 1 2( , , , )nξ ξ ξ 的分布函数为 ( )1 2 nF x ,x , ,x ， 

与一维随机变量相仿，可以定义它的特征函数 

  
1 1i( )

1 2 1( , , , ) e d ( , , )n nt x t x
n nf t t t F x x

∞ ∞ + +

−∞ −∞
= ∫ ∫ 

    （5.28） 

5.5 多元特征函数

 可以类似于一元的场合，建立起n元特征函数的理论，

由于方法完全相同，只叙述一些有关结论，证明一概从
略.


· 



若随机向量的分布函数为，

与一维随机变量相仿，可以定义它的特征函数



   （5.28）
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 性质 1  
( )1 2 nf t ,t , ,t  在 nR  中一致连续，而且 

1 2

1 2 1 2

( , , , ) | (0,0, ,0) 1

( , , , ) ( , , , )
n

n n

f t t t f

f t t t f t t t

≤ =

− − − =

 

 

 


· 性质1 





 在 中一致连续，而且
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 性质 3 
如果矩 1 2

1 2E( )nkk k
nξ ξ ξ 存在，则 

 
1 2

11 2

1 2

1 2

1 2
1 2

1 2 0

( , )E( ) i (5.29)

n

nj
jn

n

n

k k kk
kk k n
n kk k

n t t t

f t t , ,t
t t t

ξ ξ ξ =

+ + +−

= = = =

∑  ∂
=  ∂ ∂ ∂ 










 

)性质𝟒𝟒： 若(𝜉𝜉1, 𝜉𝜉2,⋯ , 𝜉𝜉𝑛𝑛)的特征函数为𝑓𝑓(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2,⋯ , 𝑡𝑡𝑛𝑛),则𝑘𝑘(𝑘𝑘 < 𝑛𝑛
维随机向量(𝜉𝜉1, 𝜉𝜉2,⋯ , 𝜉𝜉𝑘𝑘)的特征函数为

�𝑓𝑓1,2,⋯,𝑘𝑘(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2,⋯ , 𝑡𝑡𝑘𝑘) = 𝑓𝑓(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2,⋯ , 𝑡𝑡𝑘𝑘 , 0,⋯ , 0


· 性质3



如果矩存在，则
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 这是前 k 个分量的 k 元边际分布函数对应的特征函数. 
 
 对应于任意 k 个分量

1 2
, , ,

nj j jξ ξ ξ 的边际分布函数的特

征函数，可以类似得到. 


· 这是前k个分量的k元边际分布函数对应的特征函数.



· 

对应于任意k个分量的边际分布函数的特征函数，可以类似得到.
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逆转公式  

如果 1 2( , , , )nf t t t  是随机向量 1 2( , , , )nξ ξ ξ 的特征函数，而

1 2( , , , )nF x x x 是它的分布函数，则 

1 2

1 2

i i

11, ,

1 2 1 2

{ , 1, 2, , }

1 e elim
(2π) i

( , , , )d d d

k k k k
n

nj

k k k
t a t bnT T T

n T T TT k kj n

n n

P a b k n

t

f t t t t t t

ξ
− −

− − −→∞
==

≤ < =

−
= ∏∫ ∫ ∫







  

 

 

其中 ka 和 kb 都是任意实数，但满足唯一的要求: 1 2( , , , )nξ ξ ξ 落在

平行体 , 1, 2, ,k k ka x b k n≤ < =  的面上的概率等于零. 


逆转公式 







如果 是随机向量的特征函数，而是它的分布函数，则















其中和都是任意实数，但满足唯一的要求: 落在平行体的面上的概率等于零.
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 性质 5 

若 1 2( , , , )nξ ξ ξ 的特征函数为 1 2( , , , )nf t t t , 而 jξ 的特征函

数为 ( ), 1,2, ,
j

f t j nξ =   ,则随机变量 1 2, , , nξ ξ ξ 相互独立的

充要条件为 
 

1 21 2 1 2( , , , ) ( ) ( ) ( )
nn nf t t t f t f t f tξ ξ ξ=   

• 唯一性定理
分布函数 由其特征函数唯一决定.1 2( , , , )nF x x x

有了唯一性定理，可以进一步证明特征函数的如下两个性质，
它们表征了独立性.


· 性质5











若的特征函数为, 而的特征函数为 ,则随机变量相互独立的充要条件为
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 性质 6  
若以 1 1 2( , , , )nf t t t ， 2 1 2( , , , )mf u u u 及 1 2 1 2( , , , , , , , )n mf t t t u u u  分别

记随机向量 1 2( , , , )nξ ξ ξ ， 1 2( , , , )mη η η 及 1 2 1 2( , , , , , , , )n mξ ξ ξ η η η 

的特征函数，则 1 2( , , , )nξ ξ ξ 与 1 2( , , , )mη η η 相互独立的充要条

件为： 

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2( , , , , , , , ) ( , , , ) ( , , , )n m n mf t t t u u u f t t t f u u u=   

 

对一切实数 1 2, , , nt t t 及 1 2, , , mu u u 成立 

连续性定理：若特征函数列{𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2,⋯ , 𝑡𝑡𝑛𝑛)}收敛于一个连续函数

𝑓𝑓(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2,⋯ , 𝑡𝑡𝑛𝑛),则𝑓𝑓(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2,⋯ , 𝑡𝑡𝑛𝑛)是某个分布函数所对应的特征函数。


· 性质6 

















若以，及分别记随机向量，及的特征函数，则与相互独立的充要条件为：









对一切实数及成立
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5.6 特征函数的应用
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        在求数字特征上的应用 

 求 2( , )N µ σ 分布的数学期望和方差 

由于
2( , )N µ σ 的分布的特征函数为

2 2
i

2( ) e
tt

t
σµ

ϕ
−

= , 

于是由 ( ) (0) i E( )k k kϕ ξ=  得， 

iE( ) (0) iξ ϕ µ′= =
2 2 2 2i E( ) (0)ξ ϕ µ σ′′= = − − ,


        在求数字特征上的应用

· 

求分布的数学期望和方差





由于的分布的特征函数为,



于是由 得，
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在求独立随机变量和的分布上的应用 
 
 利用归纳法，不难把性质 4 推广到 n 个独立随机变量的场

合，设 1 2, , , nξ ξ ξ
 是 n 个相互独立的随机变量，相应

的特征函数为 

1 2( ), ( ), , ( )nt t tϕ ϕ ϕ  , 

则
1

n

i
i

ξ ξ
=

=∑  的特征函数为  

1

( ) ( )
n

i
i

t tϕ ϕ
=

=∏  

 


在求独立随机变量和的分布上的应用



· 

利用归纳法，不难把性质4推广到n个独立随机变量的场合，设 是n个相互独立的随机变量，相应的特征函数为



 ,



则 的特征函数为
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注：性质 4: 独立随机变量和的特征函数为特征函数的积，即设 

  X 与 Y 相互独立，则 ( ) ( ) ( )X Y X Yt t tϕ ϕ ϕ+ = ⋅  

 


注：性质4: 独立随机变量和的特征函数为特征函数的积，即设



		X与Y 相互独立，则
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 设 ( 1,2, , )j j nξ =  是 n 个相互独立的，且服从

正态分布
2( , )j jN a σ 的正态随机变量.试求

1

n

j
j

ξ ξ
=

=∑ 的分布. 


· 





设是n个相互独立的，且服从正态分布的正态随机变量.试求的分布.
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在证明二项分布收敛于正态分布上的应

用 

 在 n 重贝努力实验中，事件 A 每次出现的概

率为 p(0<p<l), 

 nµ 为 n 次试验中事件 A 出现的次数,则 
2

21lim { } e d
2π

txn

n

npP x t
npq

µ −

−∞→∞

−
< = ∫  


在证明二项分布收敛于正态分布上的应用

· 在n重贝努力实验中，事件A每次出现的概率为p(0<p<l),



	为n次试验中事件A出现的次数,则
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 要证明上述结论只需证明下面的结论，因为它是下面的结论

一个特例.若 1 2, ,ξ ξ  是一列独立同分布的随机变量 

2 2E( ) ,D( ) ( 0), 1, 2,k ka kξ ξ σ σ= = > =  , 

则有 

2

1 21lim e d
2π

n

tk xk

n

na
P x t

n

ξ

σ

−
=

−∞→∞

 −  < = 
 
  

∑
∫

 




· 

要证明上述结论只需证明下面的结论，因为它是下面的结论一个特例.若 是一列独立同分布的随机变量



 ,

则有
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证明   

设 k aξ − 的特征函数为 ( )tϕ 则 

1

1

n

k n
k k

k

na
a

n n

ξ
ξ

σ σ
=

=

−
−

=
∑

∑  的特征函数为[ ( )]nt
n

ϕ
σ

 


证明  





设的特征函数为则





 的特征函数为
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而
2

2e
t

− 是 (0,1)N 分布的特征函数，由连续定理可知 

2

1 21lim e d
2π

n

tk xk

n

na
P x t

n

ξ

σ

−
=

−∞→∞

 −  < = 
 
  

∑
∫

 

成立，证毕。 






而是分布的特征函数，由连续定理可知





成立，证毕。
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在

2

21lim e d
2

txn

n

npP x t
npq

µ
π

−

−∞→∞

 − < = 
  

∫ 中 

 nµ 是服从二项 { } ,0 .k k n k
n nP k C p q k nµ −= = ≤ ≤ 的随机变量，

上面的结论称为“二项分布收敛于正态分布”. 

 
2

21lim e d
2π

tx
P x tλ

λ

ξ λ
λ

−

−∞→∞

− < = 
  ∫  

 为“泊松分布收敛于正态分布”。 

 

 




在中





	是服从二项的随机变量，上面的结论称为“二项分布收敛于正态分布”.







	为“泊松分布收敛于正态分布”。
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