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第三章 多维随机变量及其分布

➢ 3.1  二维随机变量

➢ 3.2  边缘分布

➢ 3.3  条件分布

➢ 3.4  相互独立的随机变量

➢ 3.5  两个r.v.的函数的分布

➢ 3.6  随机变量函数的联合分布

➢ 3.7 n 维随机变量简介
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➢ 在某些实际问题中,  往往需要同时用两个或两个以上的

随机变量来描述试验的结果：

• 儿童的身体发展情况需要考虑身高、体重、头围、

胸围等多个方面；

• 学生的成绩，需要考虑多个科目；

• 企业经营状况，需要考虑多个指标；

多维随机变量
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N 维 r.v. 定义:  设 E 是一个随机试验,  样本点是e，若X1(e), X2(e), 

…, Xn(e) 是定义在样本空间上 e 的 n 个随机变量，

则称 SeeXeXeXeX n = )),(,),(),(()( 21 

构成一个 n 维随机变量，简记为 X = (X1, X2, …, Xn)

多维随机变量

➢ 例如对某地区儿童的身体发展情况进行分析：

• 样本空间 S ={某地区的全部儿童}，𝑒 ∈ 𝑆；

• X1(e)表示儿童身高， X2(e)表示儿童体重， X3(e)表示儿童

头围， X4(e)表示儿童胸围.

• 身体发展情况X(e)=(X1(e), X2(e), X3(e), X4(e))；
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3.1  二维随机变量

 , ,  ( , ) {{ } { }}

{ , } r.v.( ) , r.v. 

Δ

x y F x y P X x Y y

P X x Y y X, Y X Y

=    =

 

对于任意的实数 二元函数 

称为二维 的分布函数 或称为 和 的

➢二维 r.v. (联合) 分布函数:

联合分布函数.
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➢ 若将 (X, Y) 看成平面上随机点的坐标,  则分布函数F(x, y) 

的值为 (X, Y ) 落在阴影部分的概率 (如图1)

二维r.v.(联合)分布

y

(x, y)

x
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1 2 1 2 [ ; ] x X x y Y y   则随机点落在矩形域 的概率为

},{ 2121 yYyxXxP 

2 2 1 2 2 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )F x y - F x y - F x y F x y= +

y

x

y2

y1

x2x1
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➢ 二维 r.v. 的分布函数的基本性质与一维 r .v. 的分布函数

F(x) 的性质类似, 如下列出：

(1) F(x, y) 是变量 x 或 y 的单调不减函数，即

1 2 1 2

1 2 1 2

( , ) ( , );

( , ) ( , ).

x x F x y F x y

y y F x y F x y

 

 

当 时，

当 时，

(2)   0 ( , ) 1,   ( , ) lim ( , ) 0

       ( , ) ( , ) 0

       ( , ) lim ( , ) 1

y

x
y

F x y F x F x y

F y F

F F x y

→−

→+
→+

  − = =

− = − − =

+ + = =

且 
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(3)  F(x, y)关于 x, y 都是右连续的，即

),()0,(   ),,(),0( yxFyxFyxFyxF =+=+

1 2 1 2

2 2 2 1 1 2 1 1

(4)  ,

      ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0

x x y y

F x y F x y F x y F x y

 

− − + 

对于任意实数 ， 有

y

x

y2

y1

x2x1
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二维离散型和连续型 r.v. 的分布

➢二维离散型 r.v. 的分布律

r.v.( )

( )

     { , } ,    1 2 3i j ij

X,Y

X, Y

P X x Y y p i, j , , ,= = = =

若二维 的所有可能取值是有限多对或可列多对，

则称 为

记

二维离散型 r.v.

{ , } , 1 2 r.v.   i j ijP X x Y y p i, j , , X  Y= = = =称 为二维离散型 和 的

联合分布律或联合概率分布，简称为 (X, Y) 的分布律或概率分布.

0      1.ij ij

i j

p p =显然分布律满足 ，
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例1. 一袋子中有 5 个球，其中 2 个球上标有数字“1”，3个球上标有

数字“0”，采用有放回和无放回两种方式取球，X 表示第一次取

得的数字，Y 表示第二次取得的数字，求 (X,Y) 的联合分布率。

解:  (X,Y) 的所有可能取值为(0, 0), (0,1), (1, 0), (1,1)

(1)有放回取球，对应概率为

P{X=0,Y=0}=P{X=0}P{Y=0|X=0}=3/53/5=9/25

类似地 P{X=1, Y=0}=6/25,  

P{X=0,Y=1}=6/25,  

P{X=1,Y=1}=4/25

(X,Y) 的分布律为 x
y

0 1

0

1

9/25 6/25

6/25 4/25
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(2) 无放回取球，对应概率为

P{X=0, Y=0}=P{X=0}P{Y=0|X=0}=3/52/4=3/10

类似地 P{X=1,Y=0}=3/10,

P{X=0,Y=1}=3/10

P{X=1,Y=1}=1/10

(X,Y) 的分布律写成表格为:

x
y

0 1

0

1

3/10 3/10

3/10 1/10
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例2.  设 r.v. X 在1, 2, 3, 4 四个整数中等可能地取值,  r.v. Y 则在1~X

中等可能地取一整数,  试求 (X, Y) 的分布律.

 1 , 2, 3, 4, X Y:解 与 的可能取值分别为

( , ) ( 16 ) :X Y故 所有可能取值是有限对 最多 对数 ，由乘法公式

{ } { } 1 (4 )
{ , }

0

( , )

P X i P Y j | X i / i , i j,
P X i Y j

                         ,                      i j.

X Y

= = = = 
= = = 



的分布律为：

Y 1             2             3              4      

1          1/4          1/8        1/12         1/16

2           0            1/8        1/12         1/16

3           0             0           1/12        1/16

4           0             0             0           1/16

X
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( )  , :  ( , ) ,

,  ,  .

i

j

ij

x x
y y

i j

X, Y F x y p

x x y y i j




=

 

若已知 的分布律 则分布函数可表示为

即对一切满足 的 求和

在已知二维离散随机变量的分布律的条件下，如何计

算它的分布函数？
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例2(续)：设 r.v.  X 在1, 2, 3, 4 四个整数中等可能地取值,  r.v. Y 则在

1~X 中等可能地取一整数,  试求 F (4, 3) .

 1 , 2, 3, 4, X Y:解 与 的可能取值分别为

Y 1             2             3              4      

1          1/4          1/8        1/12         1/16

2           0            1/8        1/12         1/16

3           0             0           1/12        1/16

4           0             0             0           1/16

X
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二维连续型 r.v. 的联合概率密度

- -

:   ( , ) ( , ) 

            ( , ),  ,  

          

                               ( , ) ( , )d d , 

( )  ,     ( , ) ( , ) 

y x

X Y F x y

f x y x y

F x y f u v u v

X,  Y  f x y X Y

 
=  

r. v.

定义 若对二维随机变量 的分布函数 ，存在非负函数

对任意 有

     则称 为连续型的二维 其中函数 称为 

    的 ，简 联 称合概率密度 概率密度。
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- -
 2 :  ( , )d d ( , ) 1; f x y x y F

+ +

 
= + + = 

2 ( , )
3:  ( , ) ( , ) , ( , );

F x y
 f x y x y f x y

x y


=

 
若 在点 连续 则有

( , ) :f x y联合密度函数 的性质

 1:   ( , ) 0;f x y 
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  4   , ( , )  :

               {( ) } ( , )d d .
G

G xoy X Y G

   P X, Y G f x y x y = 

：设 是 平面上的一个区域 点 落在 内的概率为

   

注: 二维连续型 r.v. (X, Y) 落在平面 G 上概率，就等于密度函数

f(x, y) 在 G 上的积分，这就将概率的计算转化为一个二重

积分的计算了.

( , ) :f x y联合密度函数 的性质
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-(2 )e ,    0, 0,
. r.v. ( , ) ( , )

          0,               ,

:  (1) ;   (2) ( , );   (3) { }.

x yA x y
X Y f x y

A F x y P Y X

+  
= 




2例 设二维 具有概率密度
其它

   求 常数 分布函数 概率

- -
  (1)  ( , )d d 1, f x y x y

+ +

 
= :解 由 则

(2 )

0 0
  e d d 1,   x yA x y

+ +
− + = 

1dede      
00

2- =
+

−
+

yxA yx即

/ 2 1,    2.A A =  =
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(2 )

0 0

- -

2e d d ,  0, 0,
(2) ( , ) ( , )d d

          0,                  ,

y x
u v

y x u v x y
F x y f u v u v

− +

 

  
= = 



 
 

其它



 

=
.        0,                     

0, 0,    ),e-)(1e-(1 --2

其它

yxyx

(3) { } ( , )d d
y x

  P Y X  f x y x y


 = 

 
+ +

+− ==
0

)2( .3/1dde2   
y

yx yx

x

y
y=x
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二维均匀分布



 

=
其它      0,

),(    ,1
),(

GyxA
yxf

, 则称 (X,Y) 在 G 上服从均匀分布.

➢ 设 G 是平面上的有界区域, 面积为 A,  若二维随机变量 (X, Y) 

具有概率密度 ( , )f x y

➢ 若区域 G1 是 G 内的面积为 A1的子区域,  则有:

AAyxAGYXP
G

11

1

dd1}),{( == 

➢ 这表明概率只与 G1 的面积有关，与位置形状无关.
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例5. 一负责人到达办公室的时间均匀分布在8~12时,  他的秘书到达

办公室的时间均匀分布在7~9时,  设他们两人到达的时间相互独立, 

求他们到达办公室的时间相差不超过 5 分钟的概率.

解: ,X Y设 和 分别是负责人和他的秘书到达办公室的时间

X Y由假设 和 的概率密度分别为：

1 4, 8 12
( )

0,
X

x
f x

 
= 
 其它

,X Y由于 相互独立， ( , )X Y得 的概率密度为：



 

=
.,0

,97,128,81

其它

yx
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}121{ −YXP =
G

yxyxf dd),(

).(
8

1
的面积G=

O x

y

•

8
•

12

7

9
A

B

B

CC



23

Operations Research – Introduction                                                                W. Xu @ NJU概率论 相互独立的随机变量

   G ABC AB C =  −而 的面积 的面积 的面积

22

12

11

2

1

12

13

2

1








−








= .

6

1
=

于是 }121{ −YXP

)(
8

1
的面积G= .

48

1
=

5 

1
.

48

因此负责人和他的秘书到达办公室的时间相差不超过 分钟

的概率为

O x

y

•

8
•

12

7

9
A

B

B

CC
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二维正态分布

设二维随机变量 (X, Y) 具有概率密度

2

1

2 22
11 2

2

1 2 2

2

1 2 2

( )1 1
( , ) exp{ [

2(1 )2π 1

( )( ) ( )
2 ]}

,

x
f x y

x y y

x y



   

  


  

−
= −

−−

− − −
− +

−   + −   +

1 2 1 2

1 2 1 2

2 2

1 2 1 2( , ) ~ ( , ,

,  ,  ( 0),  ( 0),  (| | 1) , ) 

, , , ,  , ) , .

X Y

X Y N

 

    

   

    

  其中 均为常数，则称( 服从参数

为 的二维正态分布，记为
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二维正态分布密度曲面25
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二维正态分布26
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回 顾

➢随机变量的函数的分布：分布函数法、公式法；

➢为什么要研究多维随机变量？

➢多维随机变量包含哪两种类型？

➢二维随机变量的联合分布函数？

•

•

➢离散二维随机变量的分布律怎么求？

( , ) { , } F x y P X x Y y=  

},{ 2121 yYyxXxP 
2 2 1 2 2 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )F x y - F x y - F x y F x y= +
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二维正态分布

设二维随机变量 (X, Y) 具有概率密度

2

1

2 22
11 2

2

1 2 2

2

1 2 2

( )1 1
( , ) exp{ [

2(1 )2π 1

( )( ) ( )
2 ]}

x
f x y

x y y



   

  


  

−
= −

−−

− − −
− +

X

Yf (x, y)
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( , )d d 1 ( , )d ,f x y x y f x y y
+ + +

− − −
=  下面验证 ，先计算

11 1 2 2( ) ( , )d     ( )f x f x x uy y y v   
+

−
− = − ==  作变换 ，

2 2

22

1

1 1
exp{ [ 2 ]}d

2(1 )2π 1
u uv v v

 

+

−
= − − +

−−


2

1

2 22
11 2

2

1 2 2

2

1 2 2

1 1 ( )
( , ) exp{ [

2(1 )2π 1

( )( ) ( )
2 ]}

,

x
f x y

x y y

x y



   

  


  

−
= −

−−

− − −
− +

−   + −   +
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22

22

2

1

1 1 1
ex (p [( ) ] d

2(1 )2π 2
1

π(1 )
)v u vu




 

+

−

 
= − − + − 

−−  


2
2

2
1

2
2

1 1 ( )
exp d

22π 2π(
e

(1 )1 )

u
v u

v




−

− +  −
= −

 −


− 


2

2

1

1
e

2π

u



−

=

2 2

22

1

1 1
exp{ [ 2 ]}d

2(1 )2π 1
u uv v v

 

+

−
= − − +

−−
𝑓1(𝑥)
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接上页，

1( ) ( , )d   f x f x y y
+

−
= 

2

2

1

1
e

2π

u



−

=

1 ( , )d d ( )d  = 1f x y x y f x x
+ + +

− − −
=  1）显然， ；

2
1

2
1

( )

2

1

1

1
( )= ( , )d e

2π

x

f x f x y y







−
−+

−
=2） 2

1~ ( , )N  

2
1
2
1

( )

2

1

1
e

2π

x 





−
−

=

1 1x u − =
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3.2  边缘分布

➢边缘分布函数：

r.v.( ), ,  ( , )

  r.v.   ,  ( )  ( ), 

r.v. ( )   .   

X Y

X, Y F x y

X Y F x F y

X, Y X Y

对于二维 它作为一个整体 具有分布函数 ，而

 和 都是 ，分别也有分布函数 记为 、 称为

二维 关于 和关于 的边缘分布函数

( ) { } { , } ( , )      (3 1)

              ( ) ( , )                  (3 2)

X

Y

F x P X x P X x Y F x  .

  F y F y                    .

=  =   + = +

= +同理



33

Operations Research – Introduction                                                                W. Xu @ NJU概率论 hlxu@nju.edu.cn

边缘分布律：

➢ 二维离散型随机变量 (X, Y) 的分量 X,Y 都是一维离散型随

机变量;

➢ X, Y 的分布律 P{X=xi}(i =1, 2, …)、P{Y = yj}分别称为 (X,Y) 

关于 X, Y 的边缘分布律。
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设 (X, Y) 的联合分布律 P{X= xi, Y= yj} = pij ( i, j=1,2,…),  则

关于 X 的边缘分布律为：

=+==

+===+===

j

iji

iii

pyYxXP

yYxXPYxXPxXP

},{        

},{},{}{

2

1

     { } ( 1,2,  )i i ij

j

p P X x p i = = = =简记为

同理，关于 Y 的边缘分布律为：

),2,1(   }{ ====  jpyYPp
i

ijjj
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例1. 一袋子中有 5 个球，其中 2 个球上标有数字“1”，3个球上

标有数字“0”，采用有放回和无放回两种方式取球，X 表

示第一次取得的数字，Y 表示第二次取得的数字，求 (X,Y) 

的联合分布率。
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例1 (续)  求关于 X 和 Y 的边缘分布律。

无放回取球 有放回取球

两种取球方式下边缘分布均为:  

联合分布可以确定边缘分布, 反之则不行. 

pk

x
y

0 1

0

1

3/10 3/10

3/10 1/10

3/5 2/5

3/5

2/5

1 pk

x
y

0 1

0

1

9/25 6/25

6/25 4/25

3/5 2/5

3/5

2/5

1

pk

X 0 1

3/5 2/5 pk

Y 0 1

3/5 2/5
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例2  (续) Y 1             2             3              4           p•j

1           1/4          1/8        1/12         1/16

2            0            1/8        1/12         1/16

3            0             0          1/12         1/16

4            0             0             0           1/16

pi•

X

1/4 1/4 1/4 1/4

25/48

13/48

7/48

3/48

1

1

( )  r.v.  r.v.  

                             ( ) { } 

 

                        ( ) { }=   

i

i i

X i

x x

X i ij

x x x x j

X, Y X

F x P X x

F x P X x p



+

  =

= =

= =



  

设 为二维离散型 ，则 的分布函数为 

由边缘分布律的定义有：
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边缘概率密度

       r.v.( ),  ( , ), ,  

 ( ), ( ) ( , )X Y

X, Y f x y X Y

f x f y X Y

设二维连续型 概率密度为 的概率密度

分别称为 

)(  xFX ),( += xF
--

[ ( , )d ]d
x

y y uf u
+

 
= 

-
     ( ) ( , )dYf y f x y x

+


= 同理，

,)d ,()(
-
+


= yyxfxf X

关于 X,Y 的边缘概率密度;   

所以，关于X 的边缘密度为:  
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边缘分布函数

r.v.( ), ,  ( , )

  r.v.   ,  ( )  ( ), 

r.v. ( )   .   

X Y

X, Y F x y

X Y F x F y

X, Y X Y

对于二维 它作为一个整体 具有分布函数 ，而

 和 都是 ，分别也有分布函数 记为 、 称为

二维 关于 和关于 的边缘分布函数

( ) { } { , } ( , )      (3 1)XF x P X x P X x Y F x  .=  =   + = +

              ( ) ( , )                  (3 2)Y  F y F y                    .= +同理
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边缘概率密度

       r.v.( ),  ( , ), ,  

 ( ), ( ) ( , )X Y

X, Y f x y X Y

f x f y X Y

设二维连续型 概率密度为 的概率密度

分别称为 

)(  xFX ),( += xF
--

( , )d d
x

f u y uy
+

 


  

= 


-
     ( ) ( , )dYf y f x y x

+


= 同理，

,)d ,()(
-
+


= yyxfxf X

关于 X,Y 的边缘概率密度;   

所以，关于X 的边缘密度为:  
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例3. 设 (X, Y) 在 G 上服从均匀分布，求其边缘密度。

解：因 G 的面积为1/2，所以



 

=
其它    0

),(    2
),(

Gyx
yxf

0 1  x y y xx   , 还需满足 当 时， ，

 ( , ) 0,  ( ) 0,  Xx f x y f x= =当 取其它值时，因 所以 综上得：



 −

=
其它    0

10      22
)(

xx
xf X

( ,( d) )X f x y yf x
+

−
=  xy

x
22d2

1

−== 

y

x0

1

1

G
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类似可得:    






 =
== 


+

−
其它    0

10      2d2
d),()( 0

yyx
xyxfyf

y

Y

➢ 虽然 (X, Y) 在 G 上服从均匀分布，其两个边缘分布却不服

从均匀分布。



43

Operations Research – Introduction                                                                W. Xu @ NJU概率论 边缘分布

2

4  ( ) ( , ),   : ( ),  ( )

6,    1,
            ( , )

0,    ,

X YX, Y f x y f x f y

x y x
f x y

   
= 


例 设 的概率密度为 求 边缘密度 

其它

-
 ( ) ( , )dXf x f x y y

+


= : 解

2

26d 6( - )

                     0 ,   

x

x
y x x =

= 


 ，


+


=

-
)d ,()(  xyxfyfY








−=

= 

,             , 0                 

,10    ),(6d6

其它

y

y

yyyx

0 1x 

其他
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2

2 2

1 2 15   :   ( )~ ( , , , , ), X, Y N     例 二维正态分布

1

2
1 2

2 2
1 1 2 2

2 2 2
1 2 2

1
( , )

2π 1

( ) ( )( ) ( )1
exp 2 ,

2(1 )

, ,

f x y

x x y y

x y

  

   


   

=
−

  − − − −− 
 − +  

−     

−   +

➢ X 和 Y 的边缘分布？
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11 1 2 2( ) ( , )d     ( )f x f x x uy y y v   
+

−
− = − ==  作变换 ，

22

22

2

1

1 1 1
ex (p [( ) ] d

2(1 )2π 2
1

π(1 )
)v u vu




 

+

−

 
= − − + − 

−−  


2
2

22
1

2
1 1 ( )

exp d
2(1 )2

e
π 2π(1 )

u
v u

v


 

− +

−

 −
= − 

−−  


2
2

1
2
1

( )

2 22
1

1 1

1 1
e e ~ ( , )

2π 2π

xu

N



  
 

−
−−

= =

2 2

22

1

1 1
exp [ 2 ] d

2(1 )2π 1
u uv v v

 

+

−

 
= − − + 

−−  
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2
1
2
1

( )

2 2
1 1 1

1

1
( ) ( , )d e ~ ( , )

2π

x

f x f x y y N



  


−
−

+

−
= =

 ,  :X Y可以求得 的边缘分布
2

2 2

1 1 2 ~ ( , ),  ~ ( , )X N  Y N   

注: 

✓ 由二维随机变量 (X,Y) 的概率分布 (X,Y) 的联合分布可唯一

地确定 X 和 Y 的边缘分布；

✓ 反之，若已知 X,Y 的边缘分布，并不一定能确定它们的联合

分布；



48

Operations Research – Introduction                                                                W. Xu @ NJU概率论 条件分布

➢ 例：两个服从正态分布的随机变量，其联合分布并不一定是二

元正态分布：

• 随机变量 𝑋~𝑁 0, 1 ；

• 令Y = SX，S独立于X，S=ቊ
1；概率为0.5

−1；概率为0.5
，则𝑌~𝑁 0, 1 ；

• 𝑃 𝑋 + 𝑌 = 0 = 𝑃 𝑆 = −1 = 0.5，显然 𝑋, 𝑌 不是二元正

态向量；

➢ 定义（多元正态分布）：设 X = (X1, …, Xp)′ 为 p 维随机向量

，则 X 服从 p 维正态分布 对任一 p 维实向量a，ξ=a′X 是一

维正态随机变量；
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3.3  条件分布

➢ 二维离散型 r.v. 的情况:

1

( )  { , } ,  1, 2, ,

    

      { }  ,  1, 2, ,

i j ij

i i ij

j

X, Y  P X x Y y p i

X Y

P X x p p i
+

•

=

= = = =

= = = =

设 具有分布律

和 的边缘分布律分别为:

,2, 1,  ,}{
1

==== 
+

=

• jppyY   P
i

ijjj
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{  | }i jP X x Y y= =

    , 1, 2,        (3 1)
ij

j

p
i .

p•

= =

{ , }

{ }

i j

j

P X x Y y

P Y y

= =
=

=

  0,    0,   :i jp p• • 设 有
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{  | } 0  i jP X x Y y= = 由于 ，且

{ | } ,   1,2,   

. .   .

ij

i j j

j

p
P X x  Y y i Y y

p

r v X

•

= = = = =故 为在 条件下

 的条件分布律

1 1

 {  | } 1
ij

i j

i i j

p
P X x Y y

p

+ +

= = •

= = = = 

{ | }j iP Y y X x= =同样:
{ , }

                   
{ }

i j

i

P X x Y y

P X x

= =
=

=
       

r.v.  .iX x Y=称为在 条件下 的条件分布律 

, 1,2,   (3.2)
ij

i

p
j

p •

= =
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例1.  设 (X, Y) 的分布律为:

X 5             7            13           18           20 

1            0.08         0.01          0           0.02       0.14

2            0.11         0.10        0.09        0.01       0.04   

3            0.03         0.07        0.15        0.06       0.09

求在 X=2 时 Y 的条件分布律.

Y
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{ 2}P X =:解 •= 2p ,35.004.001.009.010.011.0 =++++=

 { 18| 2} 1/35,    { 20| 2} 4/35.P Y X P Y X= = = = = =

用表格形式表示为:

k 5          7        13       18      20  

P{Y=k|X=2}      11/35   10/35   9/35    1/35   4/35

{ 7| 2} 10 35,     { 13| 2} 9/35,P Y X P Y X= = = = = =

  { 5| 2}P Y X= =则 =11/35,0.11/0.35=

X 5             7            13           18           20 

2            0.11         0.10        0.09        0.01       0.04   

Y
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例2.  一射击手进行射击, 击中目标的概率为 p (0<p<1)，射击到击中

目标两次为止，设以 X 表示首次击中目标进行的射击次数，以

Y 表示总共进行的射击次数，试求：

(1) X 和 Y 的联合分布律；

(2) 边缘分布律；

(3) 条件分布律；
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(1)  ( ) X, Y: 解 的分布律为

{ , } { } { | }P X m Y n P X m P Y n X m= = = = = =

-1 - -1 2 -2 , m n m npq pq p q=  =

(2)  边缘分布律为

}{ mXP = 
+

+=

=
1

2-2

mn

nqp
1

2 1   ( 1,2, ,)
1

m
mq

p pq m
q

−
−= = =

−

1
2 2

1

 { }
n

n-

m

P Y n p q
−

=

= =

2, 3, ; 1, 2, , -1n m n . = =

2 2( 1)   2,3, .)nn p q n−= − =(
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(3)  条件分布律： 2, 3, ,n =当 时

2 -2

2 2

1
  ( 1, 2, , 1)

( 1) 1

n

n

p q
m n

n p q n−
= = = −

− −

}{

},{
}|{ 

nYP

nYmXP
nYmXP

=

==
===

1,  2,   m =当 时，

}{

},{
}|{

mXP

nYmXP
mXnYP

=

==
===

2 2
1

1
  ( 1, 2, )

n
n m

m

p q
pq n m m

pq

−
− −

−
= = = + +

1 { } mP X m pq −= =

2 2 { } ( 1) nP Y n n p q −= = −
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例 3  - 保险公司认为人可以分为两类, 一类易出事故, 另一类则 

 不易出事故.  

 -  统计表明，一个易出事故者在一年内发生事故的概率为 0.4, 

 而对不易出出事故者来说, 这个概率则减少到 0.2,  

-  若假定第一类人占人口的比例为 30%，现有一个新人来投 

 保, 那么该人在购买保单后一年内将出事故的概率多大? 
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解 - 以这个投保客户是不是易出事故者作为条件，我们将得到所

求概率. 

- 令 A1表示“投保客户一年内将出事故”这一事件,  

- 以 A 表示“投保人为容易出事故者”这一事件,  

- 则所求概率 P(A1)为 

   1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.4 0.3 0.2 0.7 0.26c cP A P A A P A P A A P A= + =  +  =
 

1 1 1( ) ( , ) ( , )cP A P A A P A A= +
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例 4 -保险公司认为人可以分为不同的两类, 一是易出事故的, 另

一类是不易出事故的，易出事故的人在人群中占比为 0.3； 

-在任意给定的一年内, 易出事故的人将发生事故的概率为 

0.4, 而对不易出事故的人来说, 此概率为 0.2； 

-若已知某新保险客户在第一年已出过一次事故, 问他在保 

险有效的第二年又出一次事故的条件概率是多大？ 
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解 -如果令 A 表示“该保险客户是易出事故者”这一事件, 

-Ai (i=1,2) 表示“他在第 i 年出一次事故”.  

-那么，以他是不是易出事故者为条件, 

-可以算出所求概率 P(A2|A1)如下: 
cA A=  

  2 1 2 1 1 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )c cP A A P A AA P A A P A A A P A A= +  

而 

  
11

1

1 1

( ) ( )( )
( )

( ) ( )

P A A P AP A A
P A A

P A P A
= =

 

 

( )( ) ( )( )
2 1 2 1 2 1

2 1 1 2 1 1

( ) ( , ) ( , )

              ( ) ( )

c

c c

P A A P A A A P A A A

P A A A P A A P A A A P A A

= +

= +
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− P(A)=3/10, 且例 3 算出了 P(A1)=0.26, 

− 因此 

1

0.4 0.3 6
( )

0.26 13
P A A


= =

 

− 从而 

1 1

7
( ) 1 ( )

13

cP A A P A A= − =
 

− 因为 P(A2|AA1)=0.4, P(A2|AcA1)=0.2,  

− 所以 

2 1

6 7
( ) 0.4 0.2 0.29

13 13
P A A =  +  
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例 5 - 一架飞机失踪了，推测它等可能地坠落在 3 个区域.  

- 令1 ( 1,2,3)i i− = 表示飞机事实上坠落在第 i 个区域, 且被发 

现的概率. 

- ( i 称为忽略概率, 因为它表示忽略飞机的概率, 通常由该 

区域的地理和环境条件决定).  

- 已知对区域 1 的搜索没有发现飞机, 求在此条件下, 飞机 

坠落在第 i (i =1 , 2 , 3)区域的条件概率. 
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1
1 11 1

1 3

1
11 1

1

1
( ) ( )( ) 3( )

1 1 1( ) 21 1( ) ( )

(

3 3

1 / 3

3

)

i

P E R P RP ER
P R E

P E
P E R P R





=


= = = =

+ +



 + 

解 -令Ri (i=1,2,3) 表示“飞机坠落在第i个区域”这一事件,

- 令E表示“对第1个区域的搜索没有发现飞机”这一事件,

- 利用贝叶斯公式得：

一架飞机失踪了，等可能地坠落在 3 个区域.  

1 ( 1,2,3)i i− = 表示飞机坠落在第 i 个区域, 且被发现的概率.( i 称

为忽略概率).  

已知对区域 1 的搜索没有发现飞机，飞机坠落在第 i (i =1 , 2 , 3)区域

的条件概率. 
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对于 j=2 , 3, 有 

1

1

1
1( ) ( ) 3( )
1 1 1( )

3 3 3

1
           

1

3
  , 2,3

2

j j

j

P E R P R
P R E

P E

j






= =

 + +

= =
+



 

注意 当搜索了第 1 个区域没有发现飞机时, 飞机坠落在第 j ( 1)j  个区域

的更新(即条件)概率会增大, 坠落在第 1 个区域的概率会减小； 

➢ 因为飞机坠落在第 1 个区域的条件概率是忽略概率 1 的递增函数；当 1

增加时, 增大了飞机坠落在第 1 个区域的条件概率. 

➢ 类似的, ( )jP R E ( 1)j  是 1 的递减函数. 
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➢ 二维连续型 r.v. 的情况

首先引入条件分布函数， 然后得到条件概率密度.

(1) :条件分布函数的定义

 
0

 , 0, { - } 0,  

 lim | -
ε

y P y Y y

P X x y Y y

  

 
+→

    + 

   +

给定 若以下极限存在

 

 0

,
 lim

-

-ε

P y

y

x yX

Y yP

Y 

 +→

  +

 
=

+



称此极限为在条件 Y=y 下 X 的条件分布函数，

|  ( | )X YF x y记作  | .P X x Y y =或



 
)(

)d,(
-

yf

uyuf

Y

x

=
-

( , )

( )
 d    

x

Y

f u y

f y
u


= 

|

|

( , )

(
  ( | )

( |

)

)

X Y

X

Y

Y

f x y

f x y Y

f x y

f y

Xy

=

=

若记

则称 的条件概为在条件 下 率密度；

| | |

( , )
   ( | ) ( | )d  ( | )

( )

y

Y X Y X Y X

X

f x y
F y x f v x v f y x

f x−
= =类似地有 及

( ,

)

 
d

(
d

)

Y

F x y y

F y
y

=
 

|
0

( , ) ( , )

( ) ( )
( | ) l

(
im

(2

2 )

)

Y Y

X YF x y
F x y F x

F F y

y

y 

 

 


+→ + − −

+ − −
=

（ ）

（ ）

进一步可以化为:
 

 0

,
 lim

-

-ε

P y

y

x yX

Y yP

Y 

 +→

  +

 
=

+
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( ) 2 2

|

|

. 1 ,   :

       (1) ( |   ( | ); 

       (2)   ( | );

3 1
       (3)  {0 | }

2 2

X|Y Y X

Y X

X, Y x y

f x y) f y x

F y x

P Y X

+ 

  =

3例 设  在圆域 上服从均匀分布 求

条件概率密度 和 

条件分布函数
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: 解


 +

=
,     0,   

,1   π,1
),(    (1)

22

其它

yx
yxf

2 2( ) ( , )d    - 1- 1-Yf y f x y x y x y
+

−
 =   ，

1 1  y−  当 时有：

 ( | )X|Yf x y





 

=
.    0,                  

,-1-1-   ,)-12(1   222

其它

yxyy

( , )

( )Y

f x y

f y
=
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1 1x−  当 时

)|( xyfY|X

)(

),(

xf

yxf

X

=





 

=
.    0,                  

,-1-1-   ,)-12(1   222

其它

xyxx

( ) ( , )dyXf x f x y
+

−
= 
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2

2

2

1
2

21

2

2 21

2 2

1
d 1, 1

2 1

0, 1

1 1
d ( 1),

22 1 1

            1 1

x

x

y

x

y y x
x

y x

y
y

x x

x y x

−

− −

− −


=  −

−
  − −

= 
 = +
 − −

 − −   −





| |

(2)     

( | ) ( | )d
y

Y X Y X

X x Y

F y x f v x v
−

=

= 

在 条件下 的条件分布函数为

2 21 1x y x− −   −
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3

2
|

0

3 1 1
{0 | } ( | )d

2 2 2
Y XP Y X f y y  = = (3)

3

2

0

1 1
d

23
y= =

2 2 2   1 (2 1- ) ,    - 1- 1- ,
 ( | )

                  0,    .
Y|X

x x y x
f y x

  
= 
 其它
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−+

−

=

2

3
,1

2

3

2

3
,

2

1

3

2

3
,0

)
2

1
|(|

y

y
y

y

yF XY

2

1
)

2

1
|0()

2

1
|

2

3
(}

2

1
|

2

3
0{ || =−== XYXY FFXYP所以

1 1
2

2 2
X x x= = =方法 ：当 时，令上式中 ，得
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例3. 设数 X 在区间 (0,1) 上随机地取值, 当观察到 X=x (0<x<1) 时, 数

Y 在区间 (x, 1) 上随机地取值，求 Y 的边缘概率密度.

      
,     0, 

,10     ,1



 

=
其它

x

  ,  X x Y=又在 条件下 的条件分布概率密度

1 (1- )     1,
 ( | )

       0,     
Y|X

x , x y
f y x

 
= 
 其它

  , ~ ( )XX f x:解 按题意
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   ( , )f x y故得 )()|( xfxyf XY|X=


 

=
.           0    

,10    ),-1/(1  

其它, 

yxx


+

−
= xyxfyfY d),()(

0
  1/(1- )d -ln(1- ),   0 1.

            0,                            

y

x x y y =  
= 



其它
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3.4  相互独立的随机变量

两个事件相互独立的概念可引入到随机变量上来. 

若两个事件 A, B 满足 P(AB)=P(A)P(B),  则称 A, B 相互独立；

定义: ( )    , , 

    

       { , } { } { }

 

  .

 

X, Y x y

P X x Y y P X x P

Y

y

X

Y  =   

随机变量

设 为二维随机变量 若对于所有的

 和 相则称 互独立

有

 ( , ) ( ) ( )  .X YF x y F x F y X Y=  即 与 相互独立
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11 e , 0
( ) ( , )

0, 0

x

X

x
F x F x

x

− − 
= + = 


证：因为







−
=+=

−

0,0

0,e1
),()(

2

y

y
yFyF

y

Y



( , ) ( ) ( ),   ,X YF x y F x F y X Y=显然 所以 相互独立。

例1  (X,Y) 的联合分布

1 2 1 2( )1 e e e , 0, 0
( , )

0,

x y x y x y
F x y

   − − − + − − +  
= 
 其它

证明 X 与 Y 独立。1 2, 0.  ( , )F x y
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1,2,, },{}{},{ ====== j iyYPxXPyYxXP jiji

定理:  如果(X,Y) 是二维离散型随机变量,  则 X,Y 相互独立的充要条

件是: 对任意的一对值 (xi, yj) 有

),2,1,( ==  jippp jiij即

证明（充分性）: ( , 1,2, )ij i jp p p i j = =设 ，则





 

 

===

===

xx yy

ji

xx yy

ji

i j

i j

yYPxXP

yYxXPyxF

}{}{            

},{),(

{ } { }
i j

i j

x x y y

P X x P Y y
 

= = = 

所以 X,Y 相互独立。

( ) ( )X YF x F y=
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前面例子有放回取球试验中 X,Y  独立，无放回则 X, Y   不

独立，射击试验中 X,Y 独立？

{ , }
{  | }   

{ }

{  | } { },

i j

i j

j

i j i

P X x Y y
P X x Y y X Y

P Y y

P X x Y y P X x

= =
= = =

=

= = = =

由于 ，若 与 独立，则有

即条件概率等于无条件概率。
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例1.   一袋子中有 5 个球，其中 2 个球上标有数字“1”，3个球上标

有数字“0”，采用有放回和无放回两种方式取球，X 表示第一次取

得的数字，Y 表示第二次取得的数字，求 (X,Y) 的联合分布率。

无放回取球 有放回取球

pk

x
y

0 1

0

1

3/10 3/10

3/10 1/10

3/5 2/5

3/5

2/5

1 pk

x
y

0 1

0

1

9/25 6/25

6/25 4/25

3/5 2/5

3/5

2/5

1

例子有放回取球试验中 X,Y  独立，无放回则 X, Y   不独立。
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例2.  一射击手进行射击, 击中目标的概率为 p (0<p<1), 射击到击中

目标两次为止, 设以 X 表示首次击中目标进行的射击次数, 以 Y 表

示总共进行的射击次数, 试求 X 和 Y 的联合分布律、边缘分布律和

条件分布律.

射击试验中 X,Y ？独立。
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边缘分布律为 )2(

}{ mXP = 
+

+=

=
1

2-2

mn

nqp ,,2,1,
1

1
1

2 ==
−

= −
−

mpq
q

q
p m

m

1
2 2

1

 { }
n

n-

m

P Y n p q
−

=

= = 2 2( 1) , 2,3, .nn p q n−= − =

:  )3( 条件分布律 ,2,3, 时当 =n

1
 { | }

1
P X m Y n

n
= = =

−

1{ | } n mP Y n X m pq − −= = =
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因为 X 与 Y  相互独立,解： 所以

求随机变量 ( X, Y ) 的分布律.

例2.  设两个独立的随机变量 X 与Y 的分布律为：

X

X
P

31

7.03.0

Y

Y
P

42

4.06.0

p.j

3

1

pi.42X           Y

0.3

0.7

0.6 0.4 1

0.18 0.12

0.42 0.28

Y
X 42

1

3

18.0 12.0

42.0 28.0
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  ( , ) ( ) ( )X Yf x y f x f y= 

定理:  如果 (X, Y) 是二维连续型随机变量,  则 X,Y 相互独立的充要

条件是: 在 f (x, y)的连续点 (x, y)处，有

证明:   充分性 ( , ) ( ) ( )X Yf x y f x f y= 若 则

( , ) ( , )d d    
x y

F x y f u v u v
− −

=  

( )d ( )d
x y

X Yf u u f v v
− −

=  

 ( ) ( )d d
x y

X Yf u f v u v
− −

=  

( ) ( )X YF x F y= 
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必要性： 若 X, Y 相互独立,  即 ).()() ,( yFxFyxF YX =

将上式两边对 x, y 求导得

)()()()(),(
),(2

yfxfyFxFyxf
yx

yxF
YXYX ===





定理证毕！

• 关于 X,Y 边缘分布一般不能确定 (X,Y) 联合分布，但是如果 X, 

Y 独立，则联合分布可由边缘分布唯一确定。
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例3: 设 X 和 Y 都服从参数 =1的指数分布且相互独立, 试求

P{X+Y≤1}.

:  ( ) ( )X Yf x f y X Y解 设 和 分别为 和 的密度函数，则

  
0,   0, 

0, ,e
)( 

-








=

x

x
xf

x

X








=

0,   0, 

0, ,e
)(

-

y

y
yf

y

Y
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X Y由于 与 相互独立，故其联合密度函数为 ( , ) ( ) ( ).X Yf x y f x f y=

   { 1}P X Y+ 故 
+

=
1

d)d,(
yx

yxyxf
1 1

-( )

0 0

1 1
- -

0 0

1
- -1

0

   e d  d

    = e e d  d

    = e 1-e  d

x
x y

x
x y

x x

y x

y x

x

−
+

−

 =
  

 
  

  

 

 



.2642.0e21  1 = --
y

x0

x+y=1
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例7. (蒲丰投针问题) 桌面上画着一些平行线，它们之间的距

离都是D，向此桌面上随意投掷一长度为L的针, 其中 L ≤ D. 问

此针与桌面上的某一根平行线相交的概率是多大? (另一种可能

是此针正好在某两条平行线之间)?

解：首先，我们需要确定针的位置

(1) 从针的中点向距离该点最近的一条平行线引一条垂直线,

设这条垂线的长度为X ；
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➢ 若直角三角形的斜边长小于L/2时, 针会与这一条直线相交，若

则有：

cos
cos 2 2

或
X L L

X 

 

/2cos

/2 /2cos

0 0

/2

0

cos ( ) ( )d d
2

4
                          d d

4 2
cos d

2

X
X L y

L y

L
P X f x f y x y

x y
D

L L
y y

D D











 



 
 = 

 

=

= =
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回 顾

➢ 哪一种分布携带的信息量最大，联合/条件/边缘？

➢ 由联合分布能导出条件或者边缘分布吗？

➢ 由边缘分布能导出联合或者条件分布吗？

➢ 随机变量 X与Y 相互独立：

✓定义：

✓离散型随机变量独立的充要条件：

✓连续型随机变量独立的充要条件：？？

{ , } { } { }P X x Y y P X x P Y y  =   

( , 1,2, )ij i jp p p i j = =
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命题：设 (X, Y) 服从二维正态分布，则 X, Y 相互独立的充要条件
是  = 0.

  , 0   =:证明 充分性是显然的 当 时，有

    e
π2

1
),(   

2
2

2
2

2
1

2
1 )()(

2

1
-

21











 −
+

−

=






 yx

σσ
yxf

   

e
π2

1
 e

π2

1
      

2
2

2
2

2
1

2
1

2

)(
-

2

2

)(
-

1







 −−

=

yx

σσ

     ( ) ( )X Yf x f y  = 
2 2

1 1 2 2
2 2 2

1 21 2

1 ( ) ( )( ) ( )
- 2
2 1

2

1 2

1
e

2π 1

x x y y

( -ρ )

- ρ

   


  

 

 − − − −
− + 
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, ( , ) ( ) ( )  X Yf x y f x f y= 反之 若 ，即











 −
+

−−
−

−
2
2

2
2

21

21
2
1

2
1

2

)())((
2

)(

12

1
-

2

21

e
12π

1 














yyxx

)-ρ(

-ρ

则有令  , , 21  == yx
21

2

21
π2

1

π2

1

1π2

1
  

σ
 

σ
 

-ρσσ
=

.e
π2

1
 e

π2

1
   

2
2

2
2

2
1

2
1

2

)(
-

2

2

)(
-

1

 
σσ

yx







 −−

=

所以:  =0.
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定理：设 (X1, X2, …, Xm) 和 (Y1, Y2, … Yn) 相互独立，则 Xi (i=1, 2, 

… m) 和 Yj (j=1, 2, … n) 相互独立，又若 h, g 是连续函数，

则 h(X1, X2, …, Xm) 和 g(Y1, Y2, …  Yn) 相互独立。

,  X Y若 相互独立，则 )(
)(

),(
)|( | xf

yf

yxf
yxf X

Y

YX ==

等于无条件密度。

，即条件密度
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),( YX

ij
p

)1,1( )2,1( )3,1( )1,2( )2,2( )3,2(

6

1

9

1

18

1

3

1
 

例4. ( , )X Y已知 的分布律为

(1) ;

(2) .X Y

 

 

求 与 应满足的条件

若 与 相互独立，求 与 的值
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(1) 由分布律的性质知 0, 0,   ,1
3

2
=++ 

1
0, 0 .

3
       + =故 与 应满足的条件是： 且

X
Y

321

1

2

1/ 6 1/ 9 1 /18

1 / 3  

}{ ii xXPp ==•

1 / 3

 ++
3

1

}{
jj

yYPp ==
• 2

1
+

9

1
+

18

1  ++
3

2

解： ( , )X Y将 的分布律改写为：
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特别有：

2112 ••
= ppp 








+= 

9

1

3

1

9

1
,

9

2
=

又 ,
3

1
=+  .

9

1
=得

(2) 因为 X 与 Y 相互独立, 所以有

൯𝑝𝑖𝑗 = 𝑝𝑖• ⋅ 𝑝•𝑗 , (𝑖 = 1,2; 𝑗 = 1,2,3
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3.5 两个 r.v.的函数的分布

问题：已知 Z = g(X,Y) 以及 (X,Y) 的联合分布，如何求出 Z 

的分布？
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(X, Y) 为二维离散型随机变量

例1. 设二维随机变量 (X,Y) 的分布律为下表

0         1

0     3/10    3/10

1     3/10    1/10

X
Y

试求: (1)  Z1=X+Y;   

(2)  Z2=XY;   

(3)  Z3=max{X,Y}的分布律。
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解：列下表

pij 3/10      3/10      3/10      1/10

(X,Y)        (0,0)     (0,1)       (1,0)      (1,1)

X+Y 0           1             1            2

XY 0           0             0            1

max{X,Y}        0           1             1            1
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于是,  Z1=X+Y  的分布律为:

Z2=XY 的分布律为：

Z3=max{X,Y}的分布律为

X+Y 0        1        2

pk 3/10   3/5    1/10 

XY 0       1

pk 9/10  1/10

max{X,Y}     0        1

pk 3/10   7/10
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1 2

1 2

.   ,  ~ ( ),   ~ ( )

~ ( ).

X Y X Y

Z X Y

   

  = + +

2  例 设随机变量 相互独立，且 ，求证

      

证: Z=X+Y  可能的取值为 0, 1, 2, …, 且

},{}{
0

ikYiXkYX
k

i

−====+
=
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由概率的有限可加性及 X,Y 的独立性可得：

0

{ } { } { , }
k

i

P Z k P X Y k P X i Y k i
=

 
= = + = = = = − 

 

0

{ , - }
k

i

P X i Y k i
=

= = =

1 21 2

0

e e
! ( )!

i k ik

i i k i

   −
− −

=

= 
−



1 2( )

1 2

e
( ) ( 0,1,2, )

!

k k
k

 

 
− +

= + =

0

{ } { }
k

i

P X i P Y k i
=

= = = −

1 2 1 2 1 2

0 0

!
( ) =

!( )!

k k
k i i k i i k i

k

i i

k
C

i k i
     − −

= =

+ =
−
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二维连续型随机变量的函数的分布

➢ 设二维连续型随机变量的函数为 Z=g(X,Y),  显然Z是一维随

机变量，其分布函数为：

}),({}{)( zYXgPzZPzFZ ==

如果设 (X, Y) 的联合概率密度为 f (x, y), 则




==
zyxg

Z yxyxfzYXgPzF
),(

dd),(}),({)(

➢ 利用 Z 的分布函数与 Z 概率密度之间的关系，可以最终求

出 Z=g(X, Y ) 的概率密度。
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下面讨论几种特殊情形：

➢ 和 (Z=X+Y ) 的分布：

已知 (X, Y ) 的联合密度是 f (x, y), 求 Z=X+Y 的分布密度，

Z X Y= +先求 的分布函数。
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( ) { } { }ZF z P Z z P X Y z=  = +  ,}){(  GX, YP =

{( ) }G X, Y | X Y z= + 其中 ，如图

( ) ( , )d dZ

G

F z f x y x y=   dd),( yxyxf
zyx


+

=

     d )d,(
-

-

-
yxyxf

yz

 
+

  



=

,假设积分与求导可交换次序

yyyzfyxyxfzF
yz

Z d),-(d
 

)d,( )( 
--

-

-  
+



+

 
=







=

x

y

z=x+y

-
( ) ( - , )d  ZZ f z f z y y y

+


= 由此得到 的密度函数 ；类似地，

-
 ( ) ( , - )d .Zf z f x z x x

+


= 
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-
( ) ( - , )d  Zf z f z y y y

+


=  ，

-
 ( ) ( , - )d .Zf z f x z x x

+


= 

- -
( ) ( ) ( )d ( ) ( )dZ X Y X Yf z f x f z - x x f z - y f y y

+ +

 
=  =  

,  * ,X Yf f称为 记为卷积公式 即

- -
( ) ( )d ( ) ( )dX Y X Y X Yf f f x f z - x x f z - y f y y

+ +

 
 =  =  

有互独立时与当 )()(),(,相 yfxfyxfYX YX ×=
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,  * ,X Yf f记为卷积公式 即

- -
( ) ( )d ( ) ( )d = ( )X Y X Y X Y Zf f f x f z - x x f z - y f y y f z

+ +

 
 =  =  

( ) ( )Z X Y X Z X Y Z Y= + = + − = + −

- -
 ( ) ( , - )d = ( - ) ( - )dZ YX Y
f z f x z x x f x z x f z x x

+ +

 
=  
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结论: 若 X, Y 是连续型 r.v. 且 X 与 Y 相互独立,  则 X+Y 也是连

续型 r.v. 且它的密度函数为 X 与 Y 的密度函数的卷积.
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例（比较不同速率的指数分布）令𝑇1和𝑇2独立服从指数分布：

𝑇1~𝐸𝑥𝑝𝑜 𝜆1 ，𝑇2~𝐸𝑥𝑝𝑜 𝜆2 ，

• 求：𝑃 𝑇1 < 𝑇2 ；

• 例如，𝑇1可以代表冰箱的寿命，𝑇2可以代表炉子的寿命（

若假设它们服从指数分布），则𝑃 𝑇1 < 𝑇2 表示冰箱在炉

子之前报废的概率；

解：在适当的区域上对𝑇1和𝑇2的联合概率密度函数进行积分，

该区域为符合𝑡1 > 0，𝑡2 > 0，且𝑡1 < 𝑡2的所有 𝑡1, 𝑡2 ；

𝑃 𝑇1 < 𝑇2 = න
0

+∞

න
0

𝑡2

𝜆1𝑒
−𝜆1𝑡1 𝜆2𝑒

−𝜆2𝑡2𝑑𝑡1𝑑𝑡2
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𝑃 𝑇1 < 𝑇2 = 0
+∞

0
𝑡2 𝜆1𝑒

−𝜆1𝑡1 𝜆2𝑒
−𝜆2𝑡2𝑑𝑡1𝑑𝑡2

= 0
+∞

0
𝑡2 𝜆1𝑒

−𝜆1𝑡1 𝑑𝑡1 𝜆2𝑒
−𝜆2𝑡2𝑑𝑡2

= 0
+∞

1 − 𝑒−𝜆1𝑡2 𝜆2𝑒
−𝜆2𝑡2𝑑𝑡2

= 1 − 0
+∞

𝜆2𝑒
−(𝜆1+𝜆2)𝑡2𝑑𝑡2

= 1 −
𝜆2

𝜆1+𝜆2

=
𝜆1

𝜆1+𝜆2
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例3. 设 X 和 Y 相互独立, 且都服从 N(0, 1),  求: Z=X+Y 的分布密度.

(0,1)X Y N:解 由 和 都服从 知

,xf
x

X
2

2

e
π2

1
)(

−

= ,,e
π2

1
)( 2

2

+−=
−

yx,y  f
y

Y

( ) ( ) ( )dZ X Y
-

 f z f x f z - x x
+


= 由卷积公式有

x  
xzx

dee
π2

1
2

)(

2

22


+

−

−
−−

=

x

z
xz

d ee
π2

1
22

24 
+

−









−−−

=
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- /2,t x z=令
2 2

2 2 224 4
1 1

( ) e e  d = e e (-2 e  )d
2π 2π

z z

t t t

Zf z t t t t
− −+ +

− − −

− −

  
= −  − 

 得 

2 2

2

2 2

2 1

24 4 2

0

4 4

1 1
e 2 e d e 2 e d

2π 2π

1 1
= e π e

2π 2 π

z zu t
t u

z z

t t u u
+ +− −

−

− −

=
−

−
= =

=

 
令

~ (0,2).Z N即

伽玛函数的性质:

(i)   (p+1)= p(p);

(ii)  对于正整数 n, (n+1)=n!;

1
(iii) ( ) π.

2
 =
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例4. 设 (X, Y ) 有联合概率密度, 

1    0 1,    0 2(1 )
( , )   

0,

x y x
f x y

    −
= 
 其它

求 Z=X +Y 的密度函数 fZ(z).

解:  (X, Y) 在如图区域中服从均匀分布，Z 密度计算公式为

.d),()( 
-

xz-xxfzfZ 
+


=

 

0,   0 1, 1 2, 2

z

z z z z     

从图形上可以看出应把 的取值

分成如下四个区域讨论：

0 1 x

y
2

z

x+y=z
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−










−−



zx

zx

x

xxz

x

2

10

)1(20

10

0
(1)  0 1 0 , ( ) ( , )d 1d

z

Zz x z f z f x z x x x z
+

−
    = − = = 当 时，应有 于是 

2

0
(2)  1 2 0 2 , ( ) ( , )d 1d 2

z

Zz x z f z f x z x x x z
+ −

−
    − = − = = − 当 时，应有 于是 

(3)  0 2 ( ) 0,   Zz z f z  =或 时， 所以









−



=

，其它0

21   ,2

10   ,

)( zz

zz

zfZ

z

f(z)

0 1 2
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➢ 商 (Z=X/Y) 的分布:

( , ) ( , ),  ( 0) 
X

X Y f x y Z Y
Y

= 设 的密度函数为 求 的分布密度。

" "  Z仍用 分布函数法 ，先求 的分布函数

)(zFZ








= z
Y

X
P

,),(},),{(








== z
y

x
yxGGYXP 其中
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于是如图, yxyxfzF
zyx

Z dd),()(  
/




=

   

++

 



+





=

0

-0 -
d d),( d d),( yxyxfyxyxf

yz

yz

yyyzyfyyyzyfzF
-

Z d))(,(d),()(
0

0  

+

−+=

( , ) d
-

  f zy y y y  
+


= 

y.yyzyfz  f
-

Z d),()(得 
+


=

特别地, 当 X,Y 相互独立时,

y . yyfzyfzf
-

YXZ d)()()( 
+


=

y

x

x=yz

0
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5.  , ,   ,  ,  

         

X Y X Y例 设 分别表示两只不同型号的灯泡的寿命 相互独立 它们

的概率密度依次为

: ( ) ( ) ( )dZ X Yf z y f yz f y y
+

−
= 解 由 有

2 (z 2)

0 0
( ) e 2e d 2 e dyz y y

Zf z y y y y
 

− − − += =  2

2
  ;

(2 )z
=

+

( ) 0Zf z = ；

 

  0.       ,0    

,0,
)(2

2

)( 
2












+=

z

z
zzfZ即

 0z 当 时，

2e 0 2e  0
                      ( ) ( )

0 0

.

-x - y, x , , y ,
   f x ,    g y

,   , ,  ,

X
Z

Y

   
= = 
  

=

其他 其他

试求 的概率密度函数

0z 当 时,

y . yyfzyfzf
-

YXZ d)()()( 
+


=

( ) ( , ) dZ
-

f z f zy y y y
+


= 
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例（柯西概率密度函数）令𝑋和𝑌独立同分布与𝑁(0,1)，且𝑇 =

𝑋/|𝑌|，则𝑇服从著名的柯西分布，求𝑇的概率密度函数；

解：𝐹𝑇 𝑡 = 𝑃 𝑇 ≤ 𝑡 = 𝑃
𝑋

𝑌
≤ 𝑡

𝑌 是非负的，可以在不等式两边乘以 𝑌 ；

𝐹𝑇 𝑡 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑡 𝑌

通过在𝑋 ≤ 𝑡 𝑌 的区域上对𝑋和𝑌的联合概率密度函数进行

积分即可计算上式中的概率；
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例（柯西概率密度函数）令𝑋和𝑌独立同分布与𝑁(0,1)，且𝑇 =

𝑋/𝑌，则𝑇服从著名的柯西分布，求𝑇的概率密度函数；

𝐹𝑇 𝑡 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑡 𝑌 = න
−∞

+∞

න
−∞

𝑡 𝑦 1

2𝜋
𝑒− Τ𝑥2 2

1

2𝜋
𝑒− Τ𝑦2 2𝑑𝑥𝑑𝑦

= ∞−
+∞ 1

2𝜋
𝑒− Τ𝑦2 2 ∞−

𝑡 𝑦 1

2𝜋
𝑒− Τ𝑥2 2𝑑𝑥 𝑑𝑦

= ∞−
+∞ 1

2𝜋
𝑒− Τ𝑦2 2Φ 𝑡 𝑦 𝑑𝑦

=
2

𝜋
0
+∞

𝑒− Τ𝑦2 2Φ 𝑡𝑦 𝑑𝑦

要求的是概率密度函数，而不是分布函数，因此可以对𝑡

进行求导；
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𝑓𝑇 𝑡 = 𝐹𝑇
′ 𝑡 =

2

𝜋
0
+∞ 𝑑

𝑑𝑡
𝑒− Τ𝑦2 2Φ 𝑡𝑦 𝑑𝑦

=
2

𝜋
0
+∞

𝑦𝑒− Τ𝑦2 2φ 𝑡𝑦 𝑑𝑦

=
1

𝜋
0
+∞

𝑦𝑒−
1+𝑡2 𝑦2

2 𝑑𝑦

采用换元法，令𝑢 = 1 + 𝑡2 𝑦2/2，则𝑑𝑢 = 1 + 𝑡2 𝑦𝑑𝑦；

𝑓𝑇 𝑡 =
1

𝜋
0
+∞ 1

1+𝑡2
𝑒−𝑢𝑑𝑢

=
1

𝜋 1+𝑡2
, 𝑡 ∈ 𝑹

φ 𝑡𝑦 =
1

2𝜋
𝑒−𝑡

2 Τ𝑦2 2
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➢ M=max{X,Y} 及 m=min {X, Y} 的分布:

✓ 设 X,Y 相互独立, 分布函数分别为 FX(x) 和 FY(y);  首先求
M=max{X, Y} 的分布. 

,    z X,Y z X Y z对于任意的实数 中的大者小于等于 ，必有 和 都小于等于 ，

,  ,  ,  ,  X Y z z反之 若 都小于等于 则它们中的大者也小于等于 于是

   zYzXzYX = ,  },max{ 

   zYzXPzX,YPzFM == ,  }max{)( 从而

)(}{}{ 相互独立X,Y  zYPzXP =

 )()( zFzF YX =

).()()( zFzFzF YXM =即
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 min{ } N X,Y=对 的分布，   min{ }X,Y z注意到  zYzX = ,

   ( ) min{ }   NF z P X,Y z= 于是

 zX,YP −= }min{ 1

},{1 zYzXP −=

)(z}{z}{1 相互独立 YPX-P =

}){1})({1(1 zY-PzX-P- =

)).(1))((1(1 z-Fz-F- YX=
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例6. 两个部件L1, L2组成的串、并联系统

1 2 1 2, ~ ( ),   ~ ( ),   L L X e Y e 独立工作，其寿命 求系统可靠度。

L1 L2
L1

L2
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解: (1)  L1, L2  有一个失效, 则系统失效,  即 T = min{X, Y}

ttt
tYPtXP

tYtXPtYXPtTPtR

)( 2121 eee}{}{

},{}},{min{}{)(

 +−−−
===

===

(2) L1, L2都失效，系统失效，即 T=max{X,Y}

}{}{1},{1

}},{max{1}},{max{)(

tYPtXPtYtXP

tYXPtYXPtR

−=−=

−==

1 2

1 2 1 2( )

1 (1 e )(1 e )

e e e

t t

t t t

 

   

− −

− − − +

= − − −

= + −
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➢ 利用“分布函数法”导出两 r.v. 的和、商等的分布函数或密度

函数的公式, 其要点为:

 (1) r.v. ( ) , ( ) ( )Z g X,Y F z P g X,Y z= 为求 函数 的密度函数先求它的分布 即

 

 

.)()(      

 dd),( )(        

: ,)( )2(

),(

的联合密度函数为其中

用到下列等式的过程中在求

X,Yx,yf

yxyxfzX,YgP

zX,YgP 

zyxg




=



(3) ( ) . Z g X,Y=利用密度函数与分布函数的关系求出 的分布密度
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2 2 27. , (0, ), .     X Y N Z X Y = +例 设 和 相互独立 且都服从 求 的分布函数

2

2
-
2

1
 ( ) e  ,- ,      

2π

x

Xf x x


=    +:解 已知

2

2
-
2

1
( ) e  ,- ,

2π

y

Yf y y


=    +

 ,)( 22 zYXPzFZ +=先求
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,0)(  ,0 = zFz Z时当

}{)( ,0 22 zYXPzFz Z += 时当

2 2

2

2 2

--
2

2

1
e  d d  =

π
 

2
 

x y

x y z

x y
σ



+

+ 



2π0 0,(  
sin

cos






=

=





rz

ry

rx
作极坐标变换

2 2

2 2
- -

2 2 2

2

1
( ) 2π[ e ] 1 e

02π

r z

Z

z
F z  


=  − = −

2

2

2
-

2
e)( 



z

Z

z
zF = )(

0.        0,   

,0,e
)(

2

2

2
-

2 的瑞利分布参数为













=

z

z
z

zf

z

Z



128

Operations Research – Introduction                                                                W. Xu @ NJU概率论 r.v.函数的联合分布

3.6 随机变量函数的联合分布

➢ 设 X1, X2是联合连续的随机变量, 具有联合密度函数 1 2, 1 2, ,X Xf Y Y

为的 X1, X2函数, 有时我们需要求出 Y1, Y2的联合分布； 

 

➢ 具体地说 设
1 1 1 2 1 2 1 2= ( , ) = ( , )Y g X X Y g X X，  函数 g1 , g2满足下列两个条

件: 
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1.由下列方程组 

1 1 1 2

2 2 1 2

( , )

( , )

y g x x

y g x x

=

=  

可唯一地解出 x1, x2来, 即求出 x1=h1(y1, y2),  x2=h2(y1, y2) . 
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2.函数 g1 , g2对一切(x1, x2)具有连续偏导数, 并且下面的2 2 行列 

式对一切(x1, x2)有 

1 1

1 2 1 2 1 2
1 2

2 2 1 2 2 1

1 2

( , ) 0

g g

x x g g g g
J x x

g g x x x x

x x

 

     
=  − 
     

 
 

在上述两条件之下, 可以证明 Y1, Y2的联合密度函数为 

      1 2 1 2

1

, 1 2 , 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )Y Y X Xf y y f x x J x x
−

=    (7.1) 

其中 x1=h1(y1, y2), x2=h2(y1, y2). 
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➢ (7.1)的证明可从下式入手 

   

 
1 2

1 2

1 1 2 1

2 1 2 2

1 1 2 2 , 1 2 1 2

( , )
( , )
( , )

, ( , )d dX X

x x
g x x y
g x x y

P Y y Y y f x x x x




  = 
  (7.2) 

➢ Y1,Y2联合密度函数可通过对上式关于 y1, y2的偏微商得到. 微商

的结果刚好等于 (7.1)式的右边. 微商的过程作为高等微积分的

一个练习不再赘述. 
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1 2 1 2

1

, 1 2 , 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )Y Y X Xf y y f x x J x x
−

=

1 2,X Xf例1  设X1, X2为联合连续的随机变量，其联合密度函数

令Y1= X1+X2, Y2= X1-X2. 求出Y1,Y2的联合密度函数. 

(7.1)

解 -设g1(x1, x2)= x1+x2，g2(x1, x2)= x1-x2, 经计算

1 2

1 1
( , ) 2

1 1
J x x = = −

−

-由y1=x1+x2, y2= x1-x2解得x1= (y1+ y2)/2, x2= (y1- y2)/2.

-利用(7.1)可得所求的密度函数是：

1 2 1 2

1 2 1 2
, 1 2 ,

1
( , ) ( , )

2 2 2
Y Y X X

y y y y
f y y f

+ −
=
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1 2

1 2 1 2

, 1 2

1
0 2, 0 2

( , ) 2

0
Y Y

y y y y
f y y


 +   − 

= 

 其他

1 2

1 2 1 2 1 2
1 2 1 2 1 2

, 1 2

exp ( ) ( ) 0, 0
( , ) 2 2 2

0

Y Y

y y y y
y y y y

f y y

 
 

 + − 
− − +  −  

=  

 其他

1 2 1 2

1

, 1 2 , 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )Y Y X Xf y y f x x J x x
−

=
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3.7 N 维随机变量简介

➢ n 维联合分布

定义1.  设(X1, …, Xn)为 n 维随机变量，对任意 n 个实数 x1, 

x2, …, xn，称 n 元函数 },,{),,( 111 nnn xXxXPxxF = 

为 n 维随机变量 (X1, …, Xn) 的联合分布函数。
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定义2.  如果 (X1, …, Xn) 只取有限或可列无穷多个向量值，则称

(X1, …, Xn) 为 n 维离散型随机变量， ሽ𝑃{𝑋1 = 𝑎𝑖1, ⋯ , 𝑋𝑛 = 𝑎𝑖𝑛

  ( 1,2, )ip i= = 称为 (X1, …, Xn) 的联合分布律。
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定义3.  如果存在非负函数 f (x1, …, xn), 使得(X1, …, Xn)的分布函数

 − −
=

1

dd),,(),,( 111

x

n

x

nn xxxxfxxF
n



对一切实数 x1, …,  xn 成立, 则称(X1, …, Xn)为 n 维连续型变

量, 称 f (x1, …, xn) 为 (X1, …, Xn) 的联合概率密度。
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1

1 1

  

 (1) ( , , ) 0

 (2) ( , , )d d 1

n

n n

f x x

f x x x x
+ +

− −



= 

概率密度性质：

对 n 维连续型变量 (X1, …, Xn)，落在 n 维空间某区域 G 内的概

率为 nn
G

n xxxxfGXXP dd),,(}),,{( 111  =
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➢ k 维边缘分布

定义4.  称 (X1, …, Xn) 中任意 k 个分量所构成的 k 维随机变量

的分布为 (X1, …, Xn) 的 k 维边缘分布.
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例如，称 (X1,  X2,  X3) 的分布函数

1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3( , , ) { , , }X X XF x x x P X x X x X x=   

为 (X1, …, Xn) 关于 (X1, X2, X3) 的三维边缘分布函数.

),,,,,,(}{)( ++++==  iiiiX xFxXPxF
i

1 1 2 2 3 3 4{ , , , , }nP X x X x X x X X=     +  +

1 2 3{ , , , , , }F x x x= + +

关于 Xi  的一维边缘分布函数.

为 (X1, …, Xn) 
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若 (X1,…, Xn) 为 n 维连续型随机变量，其概率密度为f (x1, .., xn), 则

 
+

−
+

+

−
= nknkXX xxxxfxxf

k
dd),,(),,( 1111



称为 (X1,…, Xn) 关于 (X1, …, Xk) 的 k 维边缘概率密度.

关于 Xi  的一维边缘概率密度为：

 
+

−
+−

+

−
= niiniX xxxxxxfxf

i
dddd),,()( 1111 
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➢ 独立性

定义5.  设 (X1, …, Xn) 的分布函数为 F(x1, …, x n), 一维边缘分布函

数为 FXi (xi) (i =1, 2,…, n), 若对所有实数 x1, …, xn, 有

1 21 1 2( , , ) ( ) ( ) ( )
nn X X X nF x x F x F x F x=  则称 X1, …, Xn 相互独立。
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定理: 设 (X1, …, Xn) 为 n 维离散型随机变量，则 X1, …, Xn 相互独立

的充要条件为：

1 1 1 1{ , , } { } { }i n in i n inP X a X a P X a P X a= = = = =

定理: 设 (X1, …, Xn) 为 n 维连续型随机变量，则 X1, …, Xn 相互独

立的充要条件为：

)()(),,( 11 1 nXXn xfxfxxf
n

 =
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➢ n 维随机变量的函数的分布

设 Y=g(X1, …, Xn) 是 n 维随机变量 (X1, …, Xn)的函数，则 Y 的分布

函数为:

1( ) { } { ( , , ) }Y nF y P Y y P g X X y=  = 

如果 (X1, …, Xn) 是连续型的, 密度为 f (x1, …, xn) 则

nn

yxxg

nY

xxxxf

yXXgPyF

n

dd),,(          

}),,({)(

11

),(

1

1








 =

=
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下面是几个重要结论：

1）正态变量之和分布

2

1 2

2 2 2

1 1 2 1 2

~ ( ,  ) ( 1,2, ) , , , ,  

   ~ ( ,  ) .

 , r.v. .      

k k k n

n n n

X N k n X X X

X X N

 

     

=

+ + + + + + +

设 且 相互独立 则它们的和

进一步 有限个相互独立的正态 的线性组合仍服从正态分布
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2）标准正态变量平方和的分布


















=
−−

0,e

)
2

(2

1

0,0

)( 2
1

2

2

yy
n

y

yf
yn

n

设 X1, …, Xn 相互独立，且均服从 N(0,1), 则

2n 分布称为自由度为 的 分布，它的概率密度为

2

1

n

i

i

Y X
=

= 所服从的
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设X1, X2, …, Xn 相互独立, 分布函数分别为 F1(x), F2(x), …, Fn(x), 

则 M=max{X1, X2, …, Xn} 的分布函数为 FM(z)=F1(z)· F2(z)…Fn(z)

特别地,  当X1,  X2, …, Xn i.i.d. 时, 设分布函数为 F(x), 则

FM(z)=(F(z))n,  FN(z)=1-(1-F(z))n.

3)  最大值与最小值的分布

N=min{X1, X2, …, Xn}的分布函数为 FN(z)=1-(1-F1(z))·(1-F2(z))… 

(1-Fn(z))
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➢ 离散选择问题：消费者在购买汽车的时候通常会比较

几个不同的品牌，如福特、本田、大众等；如何预测

消费者的品牌选择行为呢？

✓ 品牌的市场占有率预测；

✓ 产品定价策略、广告策略的制定等；

➢ 离散选择模型 (Discrete Choice Model, DCM) 可以提供

一个有效的建模途径，预测消费者选择备选方案（如

上文中的福特、本田、大众等品牌）的概率；

多维随机变量的应用：离散选择模型
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➢ 一般的离散选择问题：

✓ M 个决策者从备选方案集 K 中各自选择一个方案，作

为自己的选择结果（如选择品牌）；

✓ 决策者 i 感知到的方案 j 的效用（方案 j 所能提供的价

值，或者所能够给你带来的满足感/幸福感）为𝑈𝑖𝑗；

✓ 虽然决策者在计算每个策略的效用时难免出错，但是在

信念中是追求效用最大化的；

多维随机变量的应用：离散选择模型
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多维随机变量的应用：离散选择模型

➢ 决策者 i 选择方案 j 的概率𝑃𝑖𝑗 等价于“决策者 i 对所有的

方案的感知效用中，方案 j 的感知效用是最大的”，即：

𝑃𝑖𝑗 = P 𝑈𝑖𝑗 > 𝑈𝑖𝑘 ,任意𝑘 ≠ 𝑗，𝑘 ∈ 𝐾

= P ቀ

ቁ

𝑈𝑖𝑗 > 𝑈𝑖1 ∩⋯ 𝑈𝑖𝑗 > 𝑈𝑖,𝑗−1 ∩ 𝑈𝑖,𝑗 > 𝑈𝑖,𝑗+1 ∩

…(𝑈𝑖𝑗 > 𝑈𝑖𝐾)

➢ 这样，离散选择问题就被转换成概率计算的问题；

➢ 离散选择模型有很多种，本质上都是对概率𝑃𝑖𝑗 的计算进行

建模，概率的计算依赖于𝑈𝑖𝑗 的分布；
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➢ 方案 i 的感知效用𝑈𝑖𝑗由两部分构成： 𝑈𝑖𝑗= 𝑣𝑖𝑗+ 𝜀𝑖𝑗

✓ 一部分是可观测（或者可感知）的，是确定的，用𝑣𝑖𝑗 表示；

✓ 另一部分是不可被观察到（或者由感知误差引起）的随机误

差，具有不确定性，用𝜀𝑖𝑗 表示；

多维随机变量的应用：离散选择模型

𝑃𝑖𝑗 = P 𝑈𝑖𝑗 > 𝑈𝑖𝑘 ,任意𝑘 ≠ 𝑗，𝑘 ∈ 𝐾

= P 𝑣𝑖𝑗 + 𝜀𝑖𝑗 > 𝑣𝑖𝑘 + 𝜀𝑖𝑘 ,任意𝑘 ≠ 𝑗，𝑘 ∈ 𝐾

➢ 本质上，概率𝑃𝑖𝑗 的计算依赖于 𝜀𝑖𝑗（ 𝑗 ∈ K）的分布；
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➢ 分析一种简单的选择情景：

✓ 感知效用在𝑣𝑖𝑗附近波动，随机误差项 𝜀𝑖𝑗 服从参数为 𝜇=0和

Τ1 𝛽的Gumbel分布，𝜇是Gumbel分布的位置参数；

✓ 随机误差项 𝜀𝑖𝑗与𝜀𝑖𝑘相互独立；

✓ 方案集K中只包含2个备选方案 j 和 k；

✓ 所有决策者同质且互不影响，或者只有一个决策者 (拿掉下标

i)；

离散选择模型：二项Logit模型
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离散选择模型：二项Logit模型

➢ 参数为𝜇和 Τ1 𝛽的Gumbel分布，其密度函数表示为：

𝑓 𝜀𝑗 = 𝛽ex p −exp −𝛽 𝜀𝑗 − 𝜇 −𝛽 𝜀𝑗 − 𝜇

✓ 当𝜇=0时，密度函数：

𝐹 𝜀𝑗 = exp −exp(−𝛽𝜀𝑗)✓ 当𝜇=0时，分布函数：

𝑓 𝜀𝑗 = 𝛽ex p −exp −𝛽𝜀𝑗 −𝛽𝜀𝑗

➢ 当选择的情景符合以上假设时，对应的离散选择模型被

称为二项Logit模型，决策者选择方案 j 的概率表示为：

𝑃𝑗 = P 𝑈𝑗 > 𝑈𝑘 = P 𝑣𝑗 + 𝜀𝑗 > 𝑣𝑘 + 𝜀𝑘
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➢ 二项Logit模型中𝑃𝑗 的计算：

离散选择模型：二项Logit模型

𝑃𝑗 = P 𝑈𝑗 > 𝑈𝑘 = P 𝑣𝑗 + 𝜀𝑗 > 𝑣𝑘 + 𝜀𝑘

= P 𝜀𝑗 − 𝜀𝑘 > 𝑣𝑘 − 𝑣𝑗

𝜀𝑗−𝜀𝑘>𝑣𝑘−𝑣𝑗 =
𝑓 𝜀𝑗 , 𝜀𝑘 𝑑𝜀𝑗𝑑𝜀𝑘

✓ 𝜀𝑗与𝜀𝑘相互独立，因此有：

𝑃𝑗 ∞− =
∞

𝑓 𝜀𝑗 𝜀𝑘<𝜀𝑗−𝑣𝑘+𝑣𝑗
𝑓 𝜀𝑘 𝑑𝜀𝑘 𝑑𝜀𝑗

∞− =
∞

𝑓 𝜀𝑗 𝐹 𝜀𝑗 − 𝑣𝑘 + 𝑣𝑗 𝑑𝜀𝑗
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➢ 二项Logit模型中𝑃𝑗 的计算：

𝑃𝑗 ∞− =
∞

𝑓 𝜀𝑗 𝐹 𝜀𝑗 − 𝑣𝑘 + 𝑣𝑗 𝑑𝜀𝑗

∞− =
∞

𝛽exp −𝛽𝜀𝑗 ex p −exp −𝛽𝜀𝑗

exp −exp −𝛽 𝜀𝑗 − 𝑣𝑘 + 𝑣𝑗 𝑑𝜀𝑗

=
exp −exp −𝛽𝜀𝑗 1+𝑒𝑥𝑝 −𝛽 −𝑣𝑘+𝑣𝑗

1+exp −𝛽 −𝑣𝑘+𝑣𝑗
−∞

∞

= 
1

1+exp −𝛽 −𝑣𝑘+𝑣𝑗
= 

exp 𝛽𝑣𝑗

exp 𝛽𝑣𝑗 +exp 𝛽𝑣𝑘

𝐹 𝜀𝑗 = exp −exp(−𝛽𝜀𝑗) ， 𝑓 𝜀𝑗 = 𝛽ex p −exp −𝛽𝜀𝑗 −𝛽𝜀𝑗
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➢ 事实上， Gumbel分布的方差为 Τ𝜋2 6𝛽2

✓ 当𝛽 → 0，会怎么样？

✓ 当𝛽 → ∞，会怎么样？

离散选择模型：二项Logit模型

𝑃𝑗 = 
exp 𝛽𝑣𝑗

exp 𝛽𝑣𝑗 +exp 𝛽𝑣𝑘
= = 

1

1+exp(𝛽 𝑣𝑘−𝑣𝑗 )

➢ 因此，在只有两个备选方案、两个方案的认知误差相互独

立的情况下，决策者选择方案 j 的概率：


