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回 顾

• 定义：几何概型、条件概率、随机事件独立性、

样本空间的划分；

• 模型：乘法定理、全概率公式、贝叶斯公式；

• 定理：独立性定理1、独立性定理2；

• 伯努利试验，n重伯努利试验；

主持人笔记
演示文稿备注
每次试验的结果只有两种，这种概型成为伯努利试验。将伯努利试验独立重复进行 n 次，称为 n 重伯努利试验定义1:  设 A, B 是两事件, 如果满足等式 P(AB)=P(A)P(B)，则称 事件 A 与事件 B 是相互独立的事件，简称A, B 独立.定理：如果事件 A, B 相互独立，且P(B)>0, 则 P(A|B)=P(A),  反之亦然若𝐴"," 𝐵相互独立,则𝐴与𝐵 ̅", " 𝐴 ̅" " 与𝐵", " 𝐴 ̅" " 与(𝐵" " ) ̅也相互独立.
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第二章 随机变量及其分布

• 2.1 随机变量的概念

• 2.2 离散型随机变量及其分布律

• 2.3 随机变量的分布函数

• 2.4 连续型随机变量的概率密度

• 2.5 随机变量的函数分布

主持人笔记
演示文稿备注
前面两次课，结合一些生活实践的例子，给大家介绍了随机现象、随机试验、随机事件，以及随机事件之间的运算；还有就是一些 简单的概率知识，大家现在对随机事件和概率，应该有一个比较深刻的理解了；接下来的课程呢，会对随机现象进一步的抽象化处理，也会介绍一些更复杂的随机现象的数量规律；
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2.1  随机变量的概念

 例 1.  从一批产品中任意抽取 k 件,  观察出现的“废品数”X1, 

依试验结果不同,  X1 的所有可能为: 0, 1, 2, …, k 等 k+1

个结果，可用{X1 = j， j= 0, 1, 2, …, k }表示.

 例 2.  记录某接待站一天中来访的人数 X2,  依试验结果不同,  

X2 的所有可能取值为: 0, 1, 2, …. “接待 k 个人”可用

{X2 = k}表示.



4

Operations Research – Introduction                                                                W. Xu @ NJU概率论 离散型随机变量及其分布
2
0
2
4
/
1
0
/
2
6

4

例3 测试灯泡寿命的试验中,随不同的试
验,“灯泡寿命”X3 可以取所有非负的实数
值,“灯泡寿命为t小时”可以用{X3=t} 来表示.

例4 掷一枚硬币观察正反面.试验结果为:e1={正面}, 
e２={反面}.试验的结果可以用变量X4 表示．
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4 4
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( )
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e e
X X e

e e

=
= =

=





当

当

对于试验E 引进变量X(e )，它定义在S上，依试验结果
e不同取不同实值，X(e)取的不同实值也与不同试验结
果对应.由于试验结果e发生是随机的，故称X(e)为随机
变量．
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 定义2.1  如果对于样本空间中每个样本点 e，都有唯一的

一个实数 X(e) 与之对应，则称 X(e) 为随机变量．

简记 X(e)为 X.

− “废品数大于10”可用{X１>10}表示;

−“来访人数为5”用{X2=5}表示.

−“灯泡寿命在3000到5000小时之间用

{3000＜X3<5000}表示;

−“硬币出现正面”用 {X4=１}表示．

0

e S

X(e)

主持人笔记
演示文稿备注
前例中各种随机事件均可用随机变量X 来描述: 一般我们会把e隐掉
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 若 L 是一个实数集合，将 X 在 L上取值写
成 ；

}{ LX ∈

{ | ( ) }   ( )  
 { } ( ) { | ( ) }.

B e X e L B S X e L
e P X L P B P e X e L

= ∈ ∈

∈ = = ∈

它表示事件 ，即 是由 中使得 的所有样

本点 所组成的事件，此时有

2. 分类：(1) 离散型随机变量; 
(2) 连续型随机变量；
(3) 其他.

 目的：用随机变量表示试验发生的结果以及事件，比较方便，

并且可以进行各种数学运算；通过随机变量来研究随机试验，

全面揭示随机现象的统计规律．

主持人笔记
演示文稿备注
X取值的集合，对应着一个事件；这个事件中的每一个样本点，与X的取值形成隐射关系；X的每一个取值对应一个样本点；这样，事件都可以通过随机变量的取值区间或者集合来表达；从此，我们提及随机变量，研究随机变量，事实上就是在研究随机试验可能发生的结果，或者随机事件  的数量规律；试验的结果可能是有限的或者可列的，可能的结果可以一一列举出来，对应的随机变量就是离散型随机变量：如 投硬币的结果；抽样中的次品数；急救中心的呼救次数试验结果有时候是连续不可数的，比如灯泡的寿命，约会的到达时间，等等；对应的随机变量就是连续型随机变量；方便我们用数学的符号来描述随机试验或者随机事件，并对相应的概率以及与概率相关的参数进行运算；奇异型随机变量��你可以很直观地从随机变量的分布函数F(x)图象看出来:�离散型,F(x)的图象是一个水平的阶梯函数;�连续型,F(x)的图象应该是连续的函数;�奇异型,F(x)的图象有许多不连续点,而且在这些点上出现函数值的跳跃.�虽然离散型的也有跳跃,但是它的每一段都是水平的线段,但奇异性的话,每一段不是水平的,可以是斜线.�这是最直观的理解,有关奇异性的深入理论,以后会学到"测度论",这要用到分布函数的分解定理,才能严格说明.
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2.2  离散型随机变量及其分布律

• 定义：若随机变量全部可能取到的值是有限多个或可列无限

多个, 则称为离散型随机变量。

random variable (r.v.) :离散型 的分布律

    r.v.  ( 1,2,3,...)kX x k =设离散型 所有可能取值为

  { }     1,2,...          (1)k kP X x p , k= = =

(1) r.v.X则称式 为离散型 的分布律或概率分布.

主持人笔记
演示文稿备注
离散型随机变量的取值是可列的，我们可以用xk表示可能的第k个取值；所有可能取值的概率，构成离散型随机变量的概率分布；
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2.2  离散型随机变量及其分布律

    r.v.  ( 1,2,3,...)kX x k =设离散型 所有可能取值为

  { }     1,2,...          (1)k kP X x p , k= = =

(1) :式 也可用表格形式表示

X x1  x2 …        xn …
pk p1 p2 …        pn ...

主持人笔记
演示文稿备注
离散型随机变量的取值是可列的，我们可以用xk表示可能的第k个取值；所有可能取值的概率，构成离散型随机变量的概率分布；
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分布律的性质：

1

(1) 0,  1,2,...    

(2)  1.

k

k
k

p k

p
∞

=

≥ =

=∑

主持人笔记
演示文稿备注
非负性和正则性
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例1. 设一汽车在开往目的地的道路上需经过四盏信号灯，每盏信号

灯以概率 p 禁止汽车通过，以 X 表示汽车首次停下时已通过信

号灯的盏数， 求 X 的分布律.  (设各信号灯的工作是相互独立的).

解: X 0         1            2            3           4
pk (1-p)p (1-p)2p (1-p)3p (1-p)4p

即 P{X = k}=(1-p)kp,      k = 0, 1, 2, 3.

P{X = 4}=(1-p)4

主持人笔记
演示文稿备注
下面我们来看一个例子，我们来计算一下这个例子中随机变量 的概率分布； 首先我们看这个随机变量可能的取值；我们验证一下，是否满足正则性；
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例2.  袋中装有 3 只白球和 2 只红球,  从袋中任取两球，用 X 表示

取到的白球数，则 X 是一取值为0, 1, 2的离散型随机变量，其

分布律为

解：
2
2
2
5

1{ 0} ,
10

CP X
C

= = =
1 1
3 2

2
5

3{ 1}
5

C CP X
C
⋅

= = =

2
3
2
5

3{ 2}
10

CP X
C

= = =

或

1035310/1     
210           
/         /            p

                           X

k
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1  { }
3

k k
nnX P X k C a= = ⋅ ⋅3 例 设 的分布律为

.a试确定常数

0 0

1      1 { }
3

n n
k k
nn

k k
P X k C a

= =

= = =∑ ∑

解：由分布律的性质可得

.2    =a故

0

1 ( ) ( )
3 3

n
k k n k
n

k

aC −

=

=∑ 1( )
3 3

na
= +

( 0,1,2, , ),k n= 
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几种重要的离散型 r.v. 的分布律

（一） 0-1分布

设随机变量 X 只可能取 0 和 1 两个数值，其分布为

P{X=1}=p,   P{X=0}=1-p；

或表为

其中0<p<1, 则称 X 服从 (0-1) 分布或两点分布。

X 0            1 
pk 1-p p
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设 A 是随机事件，P(A)=p  (0<p<1)，记: ,
      0

      1





=
发生

发生

A

A
X

则 X 服从 (0-1)分布.

 一般地，若某随机试验 E  只有两个可能的结果，这种

随机试验就可用 0-1 分布来描述.

• 如：产品是否合格，射击是否命中，婴儿的性别等；
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(二)  二项分布

 ,  ( )   (0
 

Bernoulli) .

1), 
  , 

E A A P A p p
E n n

= < <设试验 只有两个可能结果 与 且

将试验 独立重复地进行 次 这样的试验称为

定

重伯努利

（

：

试验

义

 若以 X 表示 n 重伯努利试验中事件 A 发生的次数，则 X
为取值 0, 1, …, n 的离散随机变量，且分布律为：

{ } ( 0,1, , )k k n k
nP X k C p q k n−= = = 

称 r.v. X 服从参数为 n, p 的二项分布，记为:

 ( 1 ,  (1, ) (0 1) )n b p= −当 时 就是 分布
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 n 重伯努利试验中事件 A 出现次数 X 的分布律，以 Ai 表

示第 i 次试验中 A 发生,  以 表示第 次试验中 不发

生，令 kB k A=有 次 发生

,  .  k
nC上式右边共有 个 且两两互斥 由试验独立性

1 11 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) k n k
k n kk k nP A A A A P A P A P A P A p q −
+ += =   

再由概率可加性得：

),,2,1,0()( nkqpCBP knkk
nk == −

iA i A
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例4.  某种电子元件的使用寿命超过1500小时为一级品，已知一

大批该产品的一级品率为 0.2，从中随机抽查 20 只，求这

20只元件中一级品只数 X 的分布律.

解:   检查一只元件看是否为一级品可以看作是一次试验，抽查

20只元件可以看作20次试验；

又因这批元件总数很大，不放回抽样可以近似看作放回抽样

处理，所以这是20重伯努利试验，则 0.2). (20,~ bX

20
20{ } (0.2) (0.8) ,  0,  1, 2, ... , 20.k k kP X k C k−= = =
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 从上表可以看出，当 k 从 0 到 20 变化时，对应的概率值

先变大，后变小；

 其实，这个概率规律是所有二项分布共有的性质，这就需

要求出具有最大概率的项；

k 0            1             2            3           4   
p 0.0115    0.0576     0.1369    0.2054    0.2182

k 5             6             7          ….            20
p 0.1745    0.1091     0.0546     ….        1.048E-14

主持人笔记
演示文稿备注
中间部位取值发生的概率更大
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二项分布图
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当k<(n+1)p时，P{X=k}>P{X=k-1}

 所以有: 
(1)  当 (n+1)p 为整时，P{X=k}在 k=(n+1)p 和 k=(n+1)p-1

处同时达到最大。

于是：

当k=(n+1)p时，P{X=k}=P{X=k-1}

当k>(n+1)p时，P{X=k}<P{X=k-1}

(2) (n+1)p 非整时，P{X=k}在 k=[(n+1)p] 处达到最大值。

kq
kpn

kq
pkn

qpC
qpC

kXP
kXP

knkk
n

knkk
n

−+
+=

+−
==

−=
=

−−−−

−

)1(1

)1(
}1{

}{
)1(11

主持人笔记
演示文稿备注
为整数，并且 k 刚好等于(n+1)p, 这个比值等于1，我们知道这个概率是先增后减的，前后两个概率取值相等，说明已经取到最大值，并且这个最大值在在 k=(n+1)p 和 k=(n+1)p-1处同时达到K=[(n+1)p] ,此时比值大于1 ，K=[(n+1)p]+1，比值小于1了，概率取值开始下降；说明在取整的这个位置，概率值已经达到最大，并且是唯一的最大值；
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如上例中,  (n+1)p = (20+1)×0.2 = 4.2, 所以 P{X=k} 有最大值

P{X=4}=0.2182，即最有可能抽到4个一级品.

使得 P{X=k} 达到最大值的数 k 称为最可能成功的次数。

20
20{ } (0.2) (0.8) ,  0,  1, 2, ... , 20.k k kP X k C k−= = =

主持人笔记
演示文稿备注
最有可能抽到4个一级品
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例5. 某人进行射击, 每次命中率为0.02, 独立射击400次, 试求至
少击中两次的概率.

 400 , X : 设 次射击中击中的次数为解 0.02). (400, ~ bX则

}{ kXP = 400
400(0.02) (0.98) ,   0, 1, ...,400.k k kC k−= =

2}{   ≥XP则 1}{-0}{-1 === XPXP

.)98.0()02.0(400)98.0(1 399400 ××−−=

 当 n 较大,  p又较小时,  二项分布的计算比较困难, 例如

0.98400，0.02400, …, 可以用后面的 Poisson 分布近似计算.

主持人笔记
演示文稿备注
9yue21
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(三) 泊松分布(Poisson)

     
e             { } ,   0,  1,  2,  ... ,
!

0 ,   
~ (

 
).

k

X

P X k k
k

X
X

λλ

λ λ
π λ

−

= = =

>

若离散随机变量 的分布为

其中 是常数 则称 服从参数为 的泊松分布，

记为

0 0

e  { }
!

k

k k
P X k

k

λλ −∞ ∞

= =

= =∑ ∑可以验证： 
0 !

e 1
k

k k
λ λ

=

−
∞

= =∑

0 0
lim 1 lim lim

!

n k k kn n
k n
n kn n nk k

Ae C
n n n k

λ λ λ λ
→∞ →∞ →∞

= =

   = + = = ⋅   
   

∑ ∑

主持人笔记
演示文稿备注
当我们在定义二项分布的时候，我们描述了随机事件，这样的随机事件就服从二项分布；可是在定义泊松分布时，说分布律怎么样就是泊松分布，可是我们怎么知道哪些随机事件服从泊松分布呢？  事实上，泊松分布的提出，是人们发现现实中某些随机事件具有类似的规律，进而得到这个分布律。
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例如,一定时间间隔内电话交换台收到的呼唤次数; 一本书的印刷错

误数; 某一地区一个时间间隔内发生的交通事故数等都服从泊松分

布.

二项分布可用泊松分布来近似,有如下定理:

泊松 (Poisson) 定理: { },  ~ ( , )n n nX X b n p设随机变量序列 ，

0 ,       nnp kλ= >且 为常数 为任一固定的非负整数，则

elim { } lim (1 ) ,
!

k
k k n k

n n n nn n
P X k C p p

k

λλ −
−

→∞ →∞
= = − =
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证明:  , / .  n nnp p nλ λ= =由 于是

( ){ } 1 n kk k
n n nP X k C p p −= = −

knk

nnk
knnn −







 −






+−−

=
λλ 1

!
)1)...(1( 

1 2 11
!

11 1 1 1
n kk k

k n n n nn
λ λλ − −       = ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − −                

 − 


.( )
!

ek

n
k

λλ −

→ →∞
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泊松定理的意义：

1.  在定理的条件下,  二项分布的极限分布是泊松分布.

2.  当 n 很大且 p又较小时,

( )  1 n kk k
nC p p −− ,

!
e
k

k λλ −

≈ ,np=λ其中

 .这就是二项分布的概率近似计算公式

主持人笔记
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),02.0,400(~,3 bX中在例 np=λ    ,802.0400 =×=

}1{}0{1}2{   =−=−=≥ XPXPXP
400 3991 (0.98) 400 (0.02) (0.98)= − − × ×

.997.0e8e1 88 ≈−−≈ −−

例6. 某人进行射击, 每次命中率为0.02, 独立射击400次, 试求至少
击中两次的概率.

 400 , X:  解 设 次射击中击中的次数为 0.02). (400, ~ bX则

}{ kXP = 400
400(0.02) (0.98) ,   0, 1, ...,400.k k kC k−= =

2}{   ≥XP则 1}{-0}{-1 === XPXP

主持人笔记
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例7. 设有同类型设备300台, 各台工作是相互独立的, 发生故障的概

率都是0.01, 设一台设备的故障由一个人处理, 问：至少需配备

多少工人，才能保证当设备发生故障但不能及时维修的概率

小于 0.01?

解: 设需配备 N 个工人，记同一时刻发生故障的设备台数为

X；

“设备发生故障不能及时维修”的数学表达式为:

“X >N ”, 即求最小的N, 使得 P{X >N}<0.01.

主持人笔记
演示文稿备注
坏2台及以上的可能性是很大的，如果只配备1个工人，很可能会出现无法及时维修的情况；如果配太多100个工人，也会出现浪费；到底配多少呢？发生故障的设备的台数是的随机变量，那我们要根据这个随机变量的概率分布来决定一个合理的工人数；
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其中 n=300,   p=0.01,  λ=np=3,  由泊松近似公式

300
300

300
1

{ } (0.01) (0.99)k k k

k N
P X N C −

= +

> = ∑
3300

1

3 e 0.01.
!

k

k N k

−

= +

≈ <∑

 8 { } 0.99
8

Poisson N P X N
N

≥ ≤ ≥

=

查 分布表可知,当 时，有

故最小的

主持人笔记
演示文稿备注
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(四) 几何分布

进行重复独立试验, 设每次试验成功的概率为p, 失败的概率为

1-p=q  (0<p<1), 将试验进行到出现一次成功为止,  以 X 表示所

需的试验次数,  则X 的分布律为: P{X=k}=qk-1p,   k=1, 2, …
称为 X  服从参数为 p 的几何分布.

例. 设某种社会定期发行的奖券，每券 1 元，中奖率为 p=0.0001, 
某人每次购买1张奖券,  如果没有中奖下次继续买，直到中奖

止,  求购买次数 X  的分布律.

解： P{X=k}=p(1-p)k-1, k=1, 2, 3, …

9047.0}1000{ 1000

1001

1 ===> ∑
∞

=

− qqpXP
k

k

主持人笔记
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 对某批 N 件产品进行有放回抽样调查，若产品中有 M 件次品，

现从整批产品中随机抽取 n (n<=N-M)  件产品，则在这 n 件产品

中出现的次品数 X 是一个所有可能取的值为0 , 1, 2, …, l（其中

l=min{M, n})  的离散型随机变量，其分布律为：

( ) 1
k n k

k
n

M MP X k C
N N

−
   = = −   
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(五) 超几何分布

对某批 N 件产品进行无放回抽样调查，若产品中有 M 件次品，

现从整批产品中随机抽取 n (n<=N-M)  件产品，则在这 n 件产品

中出现的次品数 X 是一个所有可能取的值为0 , 1, 2, …, l（其中

l=min{M, n})  的离散型随机变量，其分布律为：

),,2,1,0(}{ lk
C
CCkXP n
N

kn
MN

k
M

=
⋅

==
−
−

这个分布称为超几何分布；
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(六) 负二项分布

若随机变量 X 的分布律为 1
1{ } (1 )  , 1,r r k r

kP X k C p p k r r− −
−= = − = + 

其中，0<p<1，则称 X 服从负二项分布.

 若令 X  表示贝努里试验序列中事件 A 第 r 次出现时所需要

的试验次数，则 X 服从负二项分布.

• 如第 r 次击中目标时所射击的次数是 k的概率；

• 投掷硬币试验中第 r 次掷出正面时投掷的次数是k的概

率；

主持人笔记
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3.3  随机变量的分布函数

 对于非离散型 r. v. 已不能用分布律来描述它， 需要考虑 r.v.  的
值落入一个区间的概率，如 P{ x1<X≤ x2 },  P{ X ≤ x }等，为此

引入随机变量的分布函数.

1. 定义：设 r.v.  X,  x∈R1, 则 F(x)=P{ X ≤ x }称为 X 的分布函数.

(1)   P{ x1<X ≤ x2} =P{X ≤ x2}-P{X ≤ x1}
= F(x2) - F(x1) .

(2)   无论是离散型 r.v. 还是非离散型 r.v. ，分布函数都可以

描述其统计规律性.

主持人笔记
演示文稿备注
离散：分布律‘ 连续：分布函数对于一个随机变量X，他的分布函数Fx 表示的是X<=x 发生的概率；
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2. 性质:

(1) F(x)是单调不减函数. (单调性)
∀x2>x1,  F(x2)-F(x1)=P{x1<X≤x2} ≥0.

(2) 0≤ F(x) ≤1 且 (规范性)

1)(lim)(     ,0)(lim)( ==+∞==−∞
+∞→−∞→

xFFxFF
xx

主持人笔记
演示文稿备注
寿命为例，X《=500所对应的事件，当然包括X《100所对应的事件，所以在灯泡寿命的概率分布，F（500）》F100
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2. 性质:

(3)  F(x)至多有可列个间断点,  而在其间断点上也是右连续的, 
F(x+0)=F(x)， 即在间断点 x0 处，有

)()0()(lim 00
0

xFxFxF
xx

=+=
+→

(右连续性)

说明:  性质 (1), (2), (3) 是鉴别一个函数 F(x) 是否为某随机

变量 X 的分布函数的充要条件.
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例1.  离散型 r.v., 已知分布律求其分布函数.

X -1             2                  3
pk 1/4           1/2              1/4

求： X  的分布函数, 并求P{ X ≤ 1/2},  P{3/2 <X≤ 5/2}. 

)(xF }{ xXP ≤=

1                   ,0 −<x
21                  ,4/1 <≤− x

32   ,4/32/14/1 <≤=+ x
3   ,14/12/14/1 ≥=++ x



= 



主持人笔记
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-1 0 1 2 3 x

P{X ≤1/2} =F(1/2) =1/4 或由分布律直接得：

P{X ≤1/2}=P{X=-1}=1/4,

P{3/2<X ≤5/2} =F(5/2)-F(3/2)=1/2.

)(xF }{ xXP ≤=

1                   ,0 −<x
21                  ,4/1 <≤− x

32   ,4/32/14/1 <≤=+ x
3   ,14/12/14/1 ≥=++ x



= 
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若离散型随机变量 X 的分布律为： ),1,2(   }{ === kpxXP kk

则 X  的分布函数为 ∑
≤≤

====≤=
xx

kk
xx

kk

xXPxXPxXPxF }{}}{{}{)( 

∑
≤

=
xx

k
k

pxF )(       即

 离散型 r.v.  X  的分布函数 F(x) 的图形呈阶梯状(如上例), 
x1=-1,  x2=2,  x3=3 都是第一类间断点（跳跃式的)；

 F(x)的图形在这些点处都有一个跃度,  在 xk处的跃度就

是 X 取值 xk的概率 pk.
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3.4 连续型随机变量的概率密度

1. :定义 . .  ( ) ( ) 
 ,  

 

r v X F x f x
x

对于 的分布函数 ，存在非负函数 ，使对于

任意的实数 有 ∫ ∞−
=

x
ttfxF )d()(             

则称 X 为连续型 r.v. ，其中函数 f (x) 称为 X 的概率密度函数, 
简称概率密度.

 连续型 r.v. 的分布函数是连续函数,  这种 r.v. 的取值是充满

某个区间的.

2. ( ) :f x概率密度 的性质 0.)(   (1) ≥xf    . 1)d(   (2)
-∫
+∞

∞
=xxf
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)(        

,d)()()(}{   )3(

21

1221
2

1

xx

xxfxFxFxXxP
x

x

≤

=−=≤< ∫

0

0

(4)   ( )  ( ) ( )
( ) ( )       ( ) lim

{ }             lim ,

x

x

f x x F x f x
F x x F xf x

x
P x X x x

x

+

+

∆ →

∆ →

′ =
+ ∆ −

=
∆

< ≤ + ∆
=

∆

若 在点 处连续，则有

 
        { } ( ) .

x
P x X x x f x x

∆
< ≤ + ∆ ≈ ∆

上式可知当 很小时，有

0 x x

f(x)

0,  x∆ →当 ？
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3. 关于连续型 r.v. 的一个重要结论

定理:  设 X 为连续型 r.v., 它取任一指定的实数值 a 的概率均为0.
即 P{ X =a}=0.

  ( ) ,  0X F x x∆ >:证明 设 的分布函数为

}{}{0  aXxaPaXP ≤<∆−≤=≤得 )()(    xaFaF ∆−−=

0,  ( ) x F x∆ →令 由 的连续性可得 .0}{     == aXP

)()(
}{}{

}{}{

12

2121

2121

xFxF
xXxPxXxP

xXxPxXxP

−=
≤<=<≤=

≤≤=<<所以
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3

.   ( )  ,  
( ) { 0.1}.   

e ,   0,
                     ( )

0,         0,

x

X f x k
F x P X

k x
f x

x

−

>

 >
= 

≤

1例 设随机变量 具有概率密度 ，试确定常数 并求

    分布函数 和 
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3

- 0
  1 ( ) d e  d / 3     3.xf x x k x k k

∞ +∞ −

∞
= = = =∫ ∫解：由 得

31 e ,  0
   ( )

0,      0

x x
F x

x

− − >
= 

≤
于是分布函数

3 0.3

0.1
{ 0.1} 3e d e 0.7408                  xP X x

+∞ − −> = = =∫

3 3

0
0 ( ) ( )d 3e d 1 e

x x x xx F x f x x x− −

−∞
> = = = −∫ ∫当 时，

3

.   ( )  ,  
( ) { 0.1}.   

e ,   0,
                     ( )

0,         0,

x

X f x k
F x P X

k x
f x

x

−

>

 >
= 

≤

1例 设随机变量 具有概率密度 ，试确定常数 并求

    分布函数 和 
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例2.  连续型随机变量 X 的分布函数为
2

2e , 0( ) ,
0, 0

x

A B xF x
x

− + >= 
 ≤

解:  (1)  因为 ,1)( =+∞F ，故有 1)e(lim 2

2

=+
−

∞→

x

x
BA .1=A因此

,)(lim0)(lim
00

BAxFxF
xx

+===
+− →→

又因

所以有 1B A= − = −

 (1) ,  A B求： ；(2) (3) (1, 2)概率密度函数； 落入 的概率；







≤
>−=

−

0,0
0,e1)( 2

2

x
xxF

x

于是
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(2)  对 F(x) 求导，得 x 的概率密度为







≤
>=′=

−

0,0
0,e)()( 2

2

x
xxxFxf

x

(3)  X 落入 (1, 2) 内的概率为

.4721.0ee                     

))1()2((de}21{

22
1

2

1
2

2

=−=

−==<<

−−

−

∫ FFxxXP
x







≤
>−=

−

0,0
0,e1)( 2

2

x
xxF

x
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连续型随机变量的概率密度

1. :定义 . .  ( ) ( ) 
 ,  

 

r v X F x f x
x

对于 的分布函数 ，存在非负函数 ，使对于

任意的实数 有 ∫ ∞−
=

x
ttfxF )d()(             

则称 X 为连续型 r.v. ，其中函数 f (x) 称为 X 的概率密度函数, 
简称概率密度.
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4. 几个常用的连续型 r.v. 分布

常见的连续型分布有均匀分布,  指数分布,  正态分布,  伽玛

分布等.
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(一) 均匀分布:

        [ , ] :X a b设随机变量 在区间 上取值，且概率密度为

1 ,      
     ( )

0,             

a x b
f x b a

 < <= −
 其它

则称随机变量 X  在 (a, b) 上服从均匀分布, 记作 X~U(a, b).

f(x)

0 a b

1/(b-a)
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其分布函数为:









≥
<≤−−

<
=

.                        ,1
,   ),()(

,                        ,0
)(

bx
bxaabax

ax
xF

0

1

F(x)

a b x
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~ ( , ) ( , ) ( , )X U a b c c d a b+ ⊂若 ，且 ，则

 此概率与子区间长度成正比，而与子区间的起点无关,  这
也是均匀分布的由来.

∫
+

−
=

dc

c
xab d1 ,

ab
d
−

=}{   dcXcP +≤<

0

1

F(x)

a b x
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(二) 指数分布:

/1 e , 0,
( ) , 0.

0,         0,

x x
f x

x

θ

θθ
− >= >

 ≤

~ ( )  XX eθ θ则称 服从参数为 的指数分布，记为

1/   λ θ λ=有些书上称 时上述的概率分布是参数为 的指数分布。

1. 定义: 如果连续型随机变量 X  的概率密度为:
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(二) 指数分布:

X 的分布函数为：




≤
>−

=
−

 0   0,
0,e1

)(
/

x
x

xF
x θ

 指数分布常用来做各种寿命分布的近似分布,  如电子元

件，动物寿命等，通话时间，随机服务时间也近似服

从指数分布.
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指数分布的概率密度：

1/θ
f (x)

x0

/1 e , 0
( )

0,         0

x x
f x

x

θ

θ
− >= 

 ≤
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指数分布的分布函数:





≤
>−

=
−

 0   0,
0,e1

)(
/

x
x

xF
x θ

0

F(x)
1

x
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 指数分布的无记忆性:

定理：若 X ~ e(θ),  则对任意的正数 s, t 有

( )/
/

/

{ } 1 ( ){ | }
{ } 1 ( )

e e { }
e

s t
t

s

P X s t F s tP X s t X s
P X s F s

P X t
θ

θ
θ

− +
−

−

> + − +
> + > = =

> −

= = = >

证：

 无记忆性表明寿命 X 大于 s 时, 再活 t 年的概率与年龄 s 
无关, 即寿命“无老化”, “永远年轻”.

P{X >s+t | X >s}=P{X >t}

主持人笔记
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(三)  正态分布:

2

2
( )

2

2

(1)  

1              ( ) e , ,
2π

    , ( 0) ,   ,  

~ ( ,     ( ) ,  ) .

x

X

f x x

X

Gau Xs Ns

µ
σ

µ

σ
µ σ σ µ

σ

σ

−
−

= −∞ < < +∞

>

设随机变量 的概率密度为

 其中 为常数 则称 服从参数为 的正态分布

或高斯 分布 记作

其图像为：

0 -h +h x

f (x)
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2

2
( )

21              ( ) e d .
2π

t
x

F x t
µ
σ

σ

−
−

−∞
= ∫

正态分布函数为：

主持人笔记
演示文稿备注
标准正态分布的分布函数 形状；
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(1)   , 0 
      { - }  { }.

x h
P h X P X h

µ
µ µ µ µ

= ∀ >
< ≤ = < ≤ +

曲线关于 对称 这表明对 有

1(2)   ( )  .  
2π

       .

x f X

x

µ µ
σ

µ

= =

=

当 时取最大值 表明 取

值在 附近较集中

(3)  ( )  .f x x以 轴为渐近线

性质:

正态分布密度函数：

0 -h +h x

f (x)
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(4)  ( ) , . ,  , ( ) 
       . ( ) ,  

1     .  , ( ) ,   
2π

      ,  ( ) ,   ,  

 

( )f

f x f x
x f x

f

f x x

µ σ σ µ

µ µ µ
σ

σ

µ

σ =

的图形依赖于两个参数 若固定 改变 则 

的图形沿 轴平移而形状不变 可见 的 称

 为位置参数 固定 改变 则最大值  改变

越小 越陡峭 相反则越平坦 故称 

位置由 确定

为 参数σ 的尺度
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实际问题中大量随机变量服从正态分布, 如

• 人的身高,  体重；

• 农作物的收获量；

• 炮弹的落点等；
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• 某工厂对其生产的 A 型号零件的重量进行抽样，测量了3805个
样品的重量，计算不同重量出现的频率，并画出直方图；（均

值56.94，标准差8.2 的正态分布符合得相当好）
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2 2

2 21 10, 1 , ( ) e    ( ) e

~ (0,

d ,
2π 2π

.1)

x tx
x Φ x t

XX N

µ σ ϕ
− −

−∞
= = = = ∫当 时 ，

则称 服从标准正态分布，记为

( ) ,   .Φ x 即标准正态分布函数 其表已列出供查用

(2) 标准正态分布:

主持人笔记
演示文稿备注
如何计算概率? 通过标准正态分布计算其他一切正态分布的概率:
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(3) 对于一般正态分布，分布函数怎么求？方法是建立与标准正

态分布的转换关系；

命题:

-X Z µ
σ

= 的分布函数为：

~ (0,1)XZ Nµ
σ
−

=可知 

}{ xZP ≤ }{ xXP ≤
−

=
σ
µ }{ xXP σµ +≤=

2

21= e d ( )
2π

tu ux
u Φ x

µ
σ
−

=
−

−∞
=∫

令

2

2
( )

21( ) e d
2π

t
x

F x t
µ

µ σ
σµ σ

σ

−
−+

−∞
= + = ∫

证明：

2~ ( , ),  ~ (0,  1).XX N Z Nµµ σ
σ
−

=若 则 
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1 2( , ]x x对于任意区间 ，有

1 2x X xP µ µ µ
σ σ σ
− − − = < ≤ 

 

2 1       x xΦ Φµ µ
σ σ
− −   = −   

   

}{    21 xXxP ≤<

命题: 2~ ( , ),  ~ (0,  1).XX N Z Nµµ σ
σ
−

=若 则 
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 引理：对于标准正态分布有 ).(1)( xΦxΦ −=−

证明: 考虑 x >0 的情形，由于标准正态密度 ϕ (x) 是偶函数，

作积分变换 u=-t, 有

).(1

de
π2

11de
π2

1

d)1(e
π2

1de
π2

1)(

22

22

22

22

xΦ

uu

utxΦ

x u

x

u

x ux t

−=

−==

−==−

∫∫

∫∫

∞−

−
∞+

−

∞+

−
−

∞−

−

-x 0 x x
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 ~ (1,4)X N1  例：设 ，则

}6.10{ ≤< XP 





 −

−





 −

=
2

10
2

16.1 ΦΦ

)0.5()(0.3  −−= ΦΦ

)](0.51[6179.0       Φ−−=

               
6915.016179.0  +−=

.3094.0=

{0 1.6}=P X< ≤ ？
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例2.  公共汽车车门的高度是按男子与车门碰头机会在 0.01 以
下设计的，设男子身高 X ∼ N (170, 62) (厘米），问车门

高度应为多少？

解：设车门高度为 h, 按题意有

P{X>h}<0.01

01.0)
6
170(1)(1}{ <

−
−=−=>

hΦhFhXP

170   ( ) 0.99
6

hΦ −
>即 ，查表可得

170 2.33  184( )
6

h h−
≥ ⇒ ≈ 厘米
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例3. 若 X~N(µ,σ2),  求 X 落入区间: [µ-σ, µ+σ], [µ-2σ, µ+2σ], 
[µ-3σ, µ+3σ] 的概率为多少?

P{µ-σ ≤X≤ µ+σ} =F(µ+σ)-F(µ-σ)

( ) ( )1 1 0.6826

Φ Φ

Φ Φ

µ σ µ µ σ µ
σ σ

+ − − −   = −   
   

= − − ≈

 由上三式可知,  服从正态分布 N(µ, σ2) 的 r.v. X 之值基本上落

入[µ-2σ, µ+2σ]之内, 几乎全部落入 [µ-3σ, µ+3σ] 内.

9544.0)2()2(}22{ =−−=+≤≤− ΦΦXP σµσµ

997.0)3()3(}33{ =−−=+≤≤− ΦΦXP σµσµ

解：

主持人笔记
演示文稿备注
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(4) 标准正态分布的上 α分位点:

 ~ (0,1)X N zα设 ，若 满足条件

,10   ,}{  <<=> αααzXP

 zα α则称点 为标准正态分布的上 分位点；

由查标准正态分布函数表可知 z0.05 =1.645, z0.025 =1.96

zα

α

0

ϕ(x)
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(4) 标准正态分布的上 α分位点:

由对称性可得:

96.1,645.1 025.0975.005.095.0 −=−=−=−= zzzz
αα zz −=−1

zα

α

0

ϕ(x)
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例4 某校抽样调查结果表明，考生的概率论与数理统计成绩近似地服

从正态分布，平均成绩 72分(µ )，96分以上的占考生总数的 2.3％
，求考生的概率统计成绩在 60 分至 84 分之间的概率。

),72(~ 2σNX

96 72{ 96} 1 { 96} 1 2.3%P X P X
σ
− > = − ≤ = −Φ = 

 

977.024
=






Φ
σ

224
=

σ
12=σ

84 72 60 72{60 84} (1) ( 1)
12 12

2 (1) 1 0.682

P X − −   ≤ ≤ = Φ −Φ = Φ −Φ −   
   

= Φ − =

解: 

，查表得 ，

所求概率为:
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例 5  VAR（Value at Risk）是财务核算中的一个核心概念，投资 
的 VAR 可以定义为一个值ν , 满足投资的损失大于ν 的概 

率只有 1%。 如果投资收益 X 服从正态分布 2, )N µ σ（ , 那么, 因
为损失是收益的相反数, 所以我们有 

{ }0.01=P X ν− >  
 由 X− 服从正态分布 2, )N µ σ（- , 可得 

主持人笔记
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0.01 1 ( )XP µ ν µ ν µ
σ σ σ

− + + + = > = −Φ 
   

- 根据正态分布表， (2.33) 0.99Φ = ，于是我们有 

2.33ν µ
σ
+

=
 

- 结论是，在所有收益服从正态分布的投资集合中，使

μ-2.33σ 达到最大值的投资风险最小.

•
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(四) 伽玛分布:

1. 定义: 如果连续型随机变量 X 的概率密度为:

1

1

0

e , 0,
                   ( ) ( )

0,         0.

0 0 ( ) e d

~ ( , )  

p
p x

p x

x x
f x p

x

p p x x

X pX

λ

λ

λ

λ

− −

+∞ − −


>= Γ

 ≤

>

Γ

> Γ = ∫其中 ， 为参数，伽玛函数为

则称 服从伽玛分布，简记 
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2. 特例: Γ(1, λ)  是参数为 1/λ 的指数分布.  

3. 伽玛函数的性质:
(i)   Γ(p+1)= pΓ(p);

(ii)  对于正整数 n, Γ(n+1)=n!;

1(iii) ( ) π.
2

Γ =

1e , 0,
( ) ( )

0,         0.

p
p xx x

f x p
x

λλ − −
>= Γ

 ≤

e , 0,( ) , 0.
0,         0,

x xf x
x

λλ
θ

− >
= >

≤

主持人笔记
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- 对应于α 的积分值, 比如说 nα = , 重复利用式(6.1)得到 

( ) ( 1) ( 1) ( 1)( 2) ( 2)
= ( 1) ( 2) 3 2 (1)

n n n n n n
n n

Γ = − Γ − = − − Γ − =
− × − × × × ×Γ

…

…  

- 又因为 0
(1)= e d 1x x

∞ −Γ =∫ , 可得 n 的积分值为：  

( ) ( 1)!n nΓ = −  

1

0
( ) e dy y yαα

∞ − −Γ = ∫
( )αΓ- 对 分部积分可得

1 2

0

2

0

( ) e e ( 1) d
0

( 1) e d ( 1) ( 1)

y y

y

y y y

y y

α α

α

α α

α α α

∞− − − −

∞ − −

∞
Γ = − + −

= − = − Γ −

∫

∫
(6.1)
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分布与 分布
2χΓ

另外：

 实际中, 卡方分布常出现在误差分布中. 例如, 在 n 维空间中

试图击中某一靶子, 其中各坐标的偏差相互独立且为标准正

态分布, 则偏差的平方和服从自由度为 n 的 分布.

 的 分布(n为正整数)称为自由度为n的 (读
作“卡方”)分布.

1/ 2, / 2nλ α= = Γ 2χ

2χ

主持人笔记
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回顾

 随机变量

 离散型随机变量及分布律

– (0-1)分布；二项分布；泊松分布；几何分布；超几何分布

 随机变量的分布函数

 连续型随机变量及概率密度函数

均匀分布；指数分布；正态分布；伽玛分布
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3.5  随机变量的函数的分布

 研究如何由已知的 r.v. X 的分布，求得它的函数Y = g(X)
的分布 (其中 g(.) 是已知的连续函数 ), 分两种情形讨论:

(一) X 为离散型 r.v.
例1：设 X 具有以下的分布律,   求 Y = (X-1)2 分布律:

X -1          0              1               2
pk 0.2         0.3          0.1             0.4

X -1            0             1             2
pk 0.2          0.3          0.1          0.4

Y        4             1             0             1
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即 P{Y=0} =P{X=1} =0.1
P{Y=1} =P{X=0}+P{X=2} =0.3+0.4=0.7
P{Y=4}=P{X=-1}=0.2

即 Y 0              1             4

pk 0.1           0.7          0.2
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1.  离散 r.v. 函数的概率分布的求法:

设 X 的概率分布如下表:
X x1 x2 …     xk …

P{X=xi}    p1 p2 …     pk ...
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Y y1 y2 …     yk …
P{Y=yi}    p1 p2 …     pk ...

(2)  若g(x1), g(x2), …中不是互不相等的，则应将那些相等的值分

别合并，并根据概率加法公式把相应的 pi  相加，就得到了 Y 
的概率分布律.

(1)   记 yi =g(xi) ( i =1, 2, …), yi 的值也是互不相同的， 则 Y 的

概率分布如下表:

主持人笔记
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(二) X 为连续型 r.v.

   r.v. ( )   2 8 .
8,    0 4

                                 ( )   
0,      

X

X

X f x Y X
x x

f x

= +

< <
= 


2.例 设 具有概率密度 ，求 的概率密度

其它

  2 8 ( ) :YY X F y= +:解 先求 的分布函数 

)(yFY }{ yYP ≤= }8{2 yXP ≤+=

}
2

8-{ yXP ≤= ∫
−

∞

=
2)8(

-

d)( 
y

X xxf
2( 8) ,8 16

64
y y −

= < < 
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)()( yFyf YY ′=∴

)
2

8-)(
2

8-( ′=
yyf X





 <<

=
.       0,

16,8  ,
32

8-

其它

yy

2( 8) ,8 16
64

y y −
= < < 
 ∫

−

∞

=
2)8(

-

d)( 
y

X xxf
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“分布函数法”:

(1)  先求出 Y 的分布函数:   FY (y) = P{Y ≤ y} = P{g(X)≤ y} = 
P{X∈G},  其中 G={x: g(x) ≤ y},  转化为关于 X 的事件, 再
利用 X 的分布函数表示.

(2) 对 y 求导得到 Y 的概率密度: ).()( yFyf YY ′=
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2  ( ), - ,  .XX f x x Y X∞ < < +∞ =3.例 设 的概率密度为 求 的概率密度

  0 , ( ) { } 0.Yy F y P Y y≤ = ≤ =:解 当 时

0 ( )Yy F y>当 时， }{ yYP ≤= }{ 2 yXP ≤=

}{- yXyP ≤≤= ∫−=
y

y X xxf d)(

( ) ( )Y Yf y F y′= =则 









≤

>−+

0.                    0,                   

0,  ,
2

1)]()([

y

y
y

yfyf XX



88

Operations Research – Introduction                                                                W. Xu @ NJU概率论 随机变量的函数分布

 ~ (0, 1), X N例如，设 其概率密度为   ,,-e
π2

1)( 2
-

2

+∞<<∞= xx
x

ϕ

2  Y X=则 的概率密度为
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2 1 .Y χ此时称 服从自由度为 的 分布
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( ) ( )
( ) 0( ( ) 0), ( )

XX f x x g x
g x g x Y g X

−∞ < < ∞
′ ′> < =

设随机变量 具有概率密度 ， ，又设函数

处处可导且恒有 或恒有 则 是连续

型随机变量，其概率密度为

( ( )) | ( ) |,
( )

0,
X

Y
f h y h y y

f y
α β′ < <

= 
 其他

min{ ( ), ( )}, max{ ( ), ( )}, ( ) ( )g g g g h y g xα β= −∞ ∞ = −∞ ∞其中 是

的反函数。

主持人笔记
演示文稿备注
10yue7ri
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   r.v. ( )   2 8 .
8,    0 4,

          ( )   
0,      ,

X

X

X f x Y X
x x

f x

= +

< <
= 


2.例 设 具有概率密度 ，求 的概率密度

其它

( ( )) | ( ) |,
( )

0,
X

Y
f h y h y y

f y
α β′ < <

= 
 其他

-8 ,   8 16,
( ) 32

0,       .
Y

y y
f y

 < <= 
 其它
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例3.  设随机变量 X∼N(µ,σ2), 求 Y=aX+b (a>0) 的概率密度。

2

2
( )

2 21~ ( , ) ( ) e
2π

x

XX N f x
µ
σµ σ

σ

−
−

=解：由 知

1( ) , ( ) , ( )y by g x ax b x h y h y
a a
− ′= = + = = =现在 由这一式子解得 且有

 
1( ) ( ),

| |Y X

Y aX b
y bf y f y

a a

= +
−

= −∞ < < ∞

由定理可得 的概率密度为

2

2

( )

21 1( ) e
| | 2π

y b
a

Yf y
a

µ

σ

σ

−
−

−
=即

2~ ( , ( ) )Y aX b N a b aµ σ= + +即有

2

2
[ ( )]

2( )1 e
| | 2π

y b a
a

a

µ
σ
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1 2

1 2 1 2

( ) ( )

( ) ( ) ' ( ) ' ( )

XX f x x g x
I I

h y h y h y h y Y

−∞ < < ∞



 

设随机变量 具有概率密度 ， ，又设函数

在不相重叠的区间 , ,  上逐段严格单调，其反函数分别

为 ， ， ，且 ， ， 均为连续函数，那么

是连续型随机变量，且密度函数为

1 1 2 2( ) ( ( )) | ( ) | + ( ( )) | ( ) | +Y X Xf y f h y h y f h y h y′ ′= 

0 x

g(x)
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24   ( ), - ,  .XX f x x Y X∞ < < +∞ =.例 设 的概率密度为 求 的概率密度

~ (0, 1), X N 其概率密度为
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. sin
~ π / 2 π / 2

V A A Θ
Θ U V
θ=

−

5例 设电压 ，其中 是一个已知的正常数，相角 是一个

    随机变量，且有 （ ， ），试求电压 的概率密度。

2 2

( ) sin π / 2 π / 2 ( ) cos 0,
( ) arcsin( / ),  

1           ( )

v g A g A
h v v A

h v
A v

θ θ θ θ
θ

′= = − = >

= =

′ =
−

解： 在（ ， ）上恒有

     且有反函数 

2

1(arcsin ) '
1

x
x

=
−
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1/ π, π / 2 π / 2
 ( )

0,
Θ f

θ
θ

− < <
= 


又 的概率密度为
其他

2 2

1 ,
sin  ( ) π

0,

A v A
V A Θ v A vψ

 − < <= = −



由定理得 的概率密度为

其他
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