
2
0
2
4
/
1
0
/
2
6

1

概率论
肖条军 83686733（O） 13770326750

xiaotj@nju.edu.cn

南京大学工程管理学院



2

Operations Research – Introduction                                                                W. Xu @ NJU概率论 第一章 概率论的基本概念

引例：

 公交车门高度设置：根据城市人口高度的分布情况，设置

多高能使绝大部分人顺利通过？

 保险公司设计重大疾病保险产品，如何设置收费标准、收

费年限和理赔额度？

 为什么教务处要求学生期末成绩服从正态分布？

 中国人均寿命、人均收入等是如何估算的？
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概率论发展简史

 概率论的起源：（合理分配赌注）17世纪中叶法国数学家帕斯

卡与费马在来往信函中讨论“合理分配赌注问题”，概率论的发

展被公认为从他们两人开始：

– 甲、乙两人同掷一枚硬币，规定：正面朝上，甲得一点；若反面

朝上，乙得一点；先积满3点者赢取全部赌注；

– 假定在甲得2点、乙得1点时，赌局由于某种原因中止了，应该怎

样分配赌注才算公平合理 ?

概率论：研究随机现象数量规律的数学分支；

主持人笔记
演示文稿备注
概率论是一门研究随机现象的数量规律学科。
它起源于对赌博问题的研究。早在16世纪，意大利学者卡丹与塔塔里亚等人就已从数学角度研究过赌博问题。他们的研究除了赌博外还与当时的人口、保险业等有关，但由于卡丹等人的思想未引起重视，概率概念的要旨也不明确，于是很快被人淡忘了。概率概念的要旨只是在17世纪中叶法国数学家帕斯卡与费马的讨论中才比较明确。他们在往来的信函中讨论"合理分配赌注问题"。
该问题可以简化为：
甲、乙两人同掷一枚硬币。
规定：
正面朝上，甲得一点；
若反面朝上，乙得一点，
16世纪~17世纪中叶，意大利学者学者卡丹与塔塔里亚等人从数学角度研究过赌博问题，未引起重视；
17世纪中叶法国数学家帕斯卡与费马在来往信函中讨论“合理分配赌注问题”。概率论的发展被公认为从他们两人开始。

帕斯卡与费马用各自不同的方法解决了这个问题。虽然他们在解答中没有明确定义概念，但是，他们定义了使某赌徒取胜的机遇，也就是赢得情况数与所有可能情况数的比，这实际上就是概率，所以概率的发展被认为是从帕斯卡与费马开始的。
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概率论发展简史

 在实践中曲折发展

– 随着概率论在其他基础学科和工程技术上的应用，由拉普拉

斯《概率分析理论》给出的概率定义的局限性很快便暴露了

出来；

– 到20世纪初，概率论的一些基本概念，诸如“概率”等尚没

有确切的定义，概率论作为一个数学分支，缺乏严格的理论

基础。

– 从17世纪到19世纪，伯努利、棣莫弗、拉普拉斯、高斯、泊

松、切比雪夫、马尔可夫等著名数学家都对概率论的发展做

出了杰出的贡献。

主持人笔记
演示文稿备注
拉普拉斯变换，拉普拉斯方程，也是拿破仑时代的政治人物
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概率论发展简史

 基础理论的建立

– 概率论的第一本专著是1713年问世的伯努利的《推测术》。

经过二十多年的艰难研究，伯努利表述并证明了著名的“大
数定律“，被称为概率论的奠基人。

– 1933年，苏联数学家柯尔莫哥洛夫发表了著名的《概率论的

基本概念》，给出了概率论的公理化结构，为概率论的迅速

发展奠定了基础。

主持人笔记
演示文稿备注
早期的概率论的著作，多是讨论具体的赌博取胜的概率，而伯努利在《推测术》的前三部分中更为系统地研究了古典概率，更注重计算的一般规律和数学证明。将赌局中投掷骰子事件重复独立性明确的进行了指出，如今符合这种条件的也被称为伯努利概型。而我们如今在排列组合中运用频繁的“排列”也是伯努利在书中首次提出。
       当然，这种乏味无趣的数学证明并不是我今天要讲的重点，今天的重点主要是书中伯努利对于概率这个捉摸不透的东西如何看待的，以及众所周知的大数定律是如何解释着世界的，也就是《推测术》这本书最为精彩的第4部分。
� 和大多数数学家一样，伯努利一开始也是把概率分为主观概率和客观概率。
       所谓主观概率，就是人主观地对事件发生可能性的估计，比如看着阴雨密布，我说“十有八九要下雨”，这里“十有八九”中的"0.8~0.9"并不是一个客观的数字，更多的是基于我的主观判断得出的结论。
       而对于客观概率，则更多的与概率论以及数理统计的内容挂钩。伯努利把客观概率分为两类，一是“可以先验地计算的概率”，二是“后验地计算的概率”。（注：这里的先验和后验和Bayes统计中的先验和后验不同，注意区分）。 
       前者用现在的术语也就是古典概率，其计算的根据建立在由事物的对称性而得到的先验的事实，这种事实保证了等可能性，如投掷一个均匀的骰子，每个点数朝上的可能性为。
       后者用现在的术语也就是统计概率，通俗地来讲也就是常说的“用频率去估计概率”， 要通过大量观察结果计算，也就是数理统计中大样本统计的问题。
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概率论的应用

– 在最近几十年中，概率论的方法被引入到各个工程技术学科

和社会学科。

– 目前，概率论在人口统计、保险理论、误差理论、产品检验

和质量控制、近代物理、自动控制、地震预报和气象预报、

农业试验和公用事业等方面都得到了重要应用。

– 越来越多的概率论方法被引入到经济、金融和管理科学，概

率论成为它们的有力工具。

– 生活中的一些例子：考试成绩服从正态分布，用泊松分布拟

合医院和公交站台的顾客到达率……
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第一章 概率论的基本概念

1.1   随机试验

1.2   样本空间、随机事件

1.3   频率与概率

1.4   等可能概型（古典概型）

1.5   条件概率；

1.6   独立性；
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随机现象

 确定性现象和不确定性现象。

 随机现象: 在一定条件下可能发生这种结果也可能发生

那种结果的，因而无法事先断言出现哪种结果的现象称

为随机现象。

 随机现象具有统计规律性：在大量重复试验或者观察下，

结果具有统计规律性。

 比如：抛硬币出现正反面的可能性均为二分之一，生男孩

女孩的可能性均为二分之一；

主持人笔记
演示文稿备注
我们刚才列举的很多生活中的例子，以及一些自然现象，我们把他们称为随机现象，因为他们具有两种特征，一是一次性发生的结果的不确定性，二是具有统计规律性；具体地说，换句话说，统计规律性也可以理解为，事件发生的可能性的大小是客观存在的（），不确定性中的确定性
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 随机试验

E1：抛一枚硬币，观察正面 H、反面 T 出现的情况。

E2：将一枚硬币抛掷三次，观察正面H、反面T出现的情况。

E3：将一枚硬币抛掷三次，观察出现正面的次数。

E4：抛一颗骰子，观察出现的点数。

E5：记录某城市120急救电话台一昼夜接到的呼唤次数。

E6：在一批灯泡中任意抽取一只，测试它的寿命。

E7：记录某地一昼夜的最高温度和最低温度。

主持人笔记
演示文稿备注
我们这门课是通过一些随机试验来给出概率的相关定义和定理的；在整个课程教学中，我们会关注大量的随机试验，在此我们先来看一些随机试验的例子，看看这些随机试验的特征
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随机试验的特点

– 可以在相同的条件下重复进行;

– 每次试验的可能结果不止一个, 且能事先明确所有可能的结

果;

– 一次试验只出现一个结果，且试验前不能确定哪个结果会出

现。

主持人笔记
演示文稿备注
上述例子有一些共同的特点，比如：
这三个特点也是我们在选择研究对象时需要满足的，我们这门课程，后面提到的实验都是随机试验，都具备这3个特征，也就是说我们后面涉及实验的内容都在这三个假设的基础上
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样本空间

 样本空间：

– 随机试验中，每一个可能结果称为该试验的一个样本点（或

基本事件）。全体样本点组成的集合称为该试验的样本空间，

记为 S 。

E1：抛一枚硬币，观察正面 H、反面 T 出现的情况。

S1={H, T}

主持人笔记
演示文稿备注
在定义随机试验的时候，我们提到过，尽管….,但是我们能事先明确试验的所有可能结果，即试验所有可能结果构成的集合是已知的，我们将之称为随机试验的样本空间
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E5：记录某城市120急救电话台一昼夜接到的呼唤次数。

S5={0,1,2, …}

E3：将一枚硬币抛掷三次，观察出现正面的次数。

S3={0, 1，2, 3}

E2：将一枚硬币抛掷三次，观察正面H、反面T 出现的情况。

S2={HHH, HHT，HTH, THH, HTT,THT,TTH,TTT }

E4：抛一颗骰子，观察出现的点数。

S4={1, 2，3, 4，5，6}



13

Operations Research – Introduction                                                                W. Xu @ NJU概率论 样本空间、随机事件

E6:在一批灯泡中任取一只, 测试它的寿命. 
S6={t| t ≥ 0}

E7：记录某地一昼夜的最高温度和最低温度。

0{( ) | }7 1S x, y T x y T= ≤ ≤ ≤

这里 x 表示最低温度，y 表示最高温度；并设这一

地区的温度不会小于 T0，也不会大于T1。
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1. 离散样本空间:  样本点为有限多个或可列多个; 例 E1, E2等。

2. 无穷样本空间:  样本点在区间或区域内取值. 例灯泡的寿命。

E1：抛一枚硬币，观察正面 H、反面 T 出现的情况。

S1={H, T}

E6: 在一批灯泡中任取一只, 测试它的寿命. 

S6={t| t ≥0}
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随机事件

– “在一定条件下可能发生也可能不发生的事情”叫做随机事

件，简称事件。

– 如在上面的例子中，“出现正面”、 “出现反面”、

“点数<4”、“出现偶数点”、{t <1000} 等都是随机事件。

– 事件是由样本空间中某些样本点组成的集合（试验 E 的样

本空间 S 的子集）；

– 事件发生当且仅当它所包含的某一个样本点出现。

主持人笔记
演示文稿备注
在实际中，人们并不总是关注每一个样本点的情况，而是关注满足某种条件的样本点的情况；  比如说：灯泡寿命问题，如果小于500小时是次品，人们关注的是寿命大于500小时的灯泡的比例；赌博中堵单双、堵大小‘

样本点构成的样本空间的子集，就是随机事件；或者我们从另一个角度说，事件就是样本空间中满足某些条件的子集
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 基本事件: 由一个样本点组成的单点集.如:{H},{T}.

 必然事件: 样本空间 S 是自身的子集，在每次试验中总

是发生的，称为必然事件。

 复合事件: 由两或两个以上的基本事件复合而成的事件，

称为复合事件. 如: E3中 {出现正面次数为偶数}.

 不可能事件：空集 ，不包含任何样本点，它在每次试

验中都不发生，称为不可能事件。

∅
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事件间的关系与事件的运算

 包含关系和相等关系:

BA ⊂)1(

A
B

S

– 若事件 A 发生必然导致事件 B 发生, 则称事件 B 包含

事件A, 记作 A ⊂ B；

– 若A ⊂ B且 A ⊃ B, 即 A = B, 则称 A与 B 相等；

主持人笔记
演示文稿备注
刚才我们说了，事件是样本点的集合，简单的说事件可以用集合来描述；那么集合运算适用于处理事件之间的关系；首先，我们来看看这些关于事件的运算
有一些随机现象或者随机事件比较复杂，不方便直接用数学符号进行描述，或者无法直接测算发生的概率，这时，我们可以通过其他简单事件的运算来描述复杂的事件，或者通过简单事件发生的概率，推算复杂事件发生的概率，这就是我们为什么要学习事件的运算；

比如，致筛子，每一个数字出现的概率是明确的，要计算单或者双的概率，就要考虑并集；
每一家银行都可以统计其信用卡的持有率，如果要计算居民的信用卡持有率，则要分析每一家银行的信用卡持有率；



18

Operations Research – Introduction                                                                W. Xu @ NJU概率论 样本空间、随机事件

B
A

S

BA (2)  

 事件的并:

}|{ ∈∈= BxAxxC 或

– 事件 C 发生，则 “事件 A 与 B 至少有一个发生”称为

事件 C 是 A 与 B 的并（或和事件），记 C = 。

.
1

U
=k kA ,, 21 AA 的并事件记为– 可列个事件 …

∪ BA

∞

主持人笔记
演示文稿备注
我们把这样的样本点构成的结合称为A与B的并，就是，这个样本点出现，表示要么事件A发生，要么事件B发生，也就是说
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 事件的交：

– 事件 C 表示 “事件 A 与 B 同时发生”，事件 C 称为 A 与 B
的交（积事件），记作 A ∩ B

(AB)，A ∩ B={x | x ∈ A 且 x ∈B} 

– 类似地，事件 为可列个事件A1，A2，…的交.
1

k
k

A
∞

=


BA)3(

B
A

S
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事件的差: 

– 事件 A-B ={x|x∈A且 x∉B} 称为 A 与 B 的差； 当且仅当 A
发生, B 不发生时，事件A-B发生. 即:

-A B AB A AB= = −

BA−)4(

A
B

S

– 显然： A - A= ， A- =A, A - S =∅ ∅ ∅
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(1)  基本事件是两两互不相容的, 即样本点是互不相容的, 事件 A 
与 B-A 是互不相容的.

A B =∅

 互不相容事件(互斥事件):

(2) 若用集合表示事件，则 A, B 互不相容即为 A 与 B 是不相交的.

AB
S

– 若 ，则称 A 与 B 是互不相容的，或互斥的，

即 A 与 B 不能同时发生。

A B =∅
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 对立事件(逆事件)：

S
A

B AB =

A B S A B∪ = ∩ = ∅且– 若 ，则称 A 与 B 互为逆事件，

也称为对立事件。即在一次实验中，事件 A 与 B 中

必然有一个发生，且仅有一个发生。

– A 的对立事件记为 。若 A 与 B 互为对立事件，则记

为 。

A

,A B B A= =或

主持人笔记
演示文稿备注
致筛子，要么单，要么双；产品抽样，要么合格品，要么次品；
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.ABBAABBA  == ；

 事件的运算律:

).()()(
);()()(

CABACBA
CABACBA





=
=

交换律:

结合律:
)()(

),()(
BCACAB

CBACBA
=

= 

分配律：



24

Operations Research – Introduction                                                                W. Xu @ NJU概率论 样本空间、随机事件

   { }

    { } .

A B A B

A B A B

=

= =





、 至少发生一个

、 都不发生

说明:

摩根律推广：



i
i

i
i

i
i

i
i AAAA == ,

;    .A B A B A B A B= =   

德·摩根律:

主持人笔记
演示文稿备注
那么，哪位同学可以描述一下摩根率中第二个试字？
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II

I III
例1  如右图所示的电路中，以A表
示“信号灯亮”这一事件，以B, C, 
D分别表示事件：继电器接点I, II, 
III闭合，那么容易知道

B C =又

( I II
I II

左边表示事件“ ， 至少有一个闭合”的逆事件，

也就是 ， 都不闭合，即 ， 同时发生。）B C

B C

, ,BC A BD A⊂ ⊂ BC BD = ,A BA =而 ∅，

B A即事件 与事件 互不相容。
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例2. 高射炮对模型飞机射击三次，设 Ai 表示“第 i 次击中飞

机”，用 Ai 表示下列事件；

（1）B1 “只有第一次击中飞机”

（2）B2  “恰有一次击中飞机”

（3）B3  “至少有一次击中飞机”

（4）三次击中飞机时，击落了飞机, B4: “飞机没有被

击落”



27

Operations Research – Introduction                                                                W. Xu @ NJU概率论 样本空间、随机事件

解:

3213213212   )2( AAAAAAAAAB =

3213213

3213

        

,    )3(

AAAAAAB

AAAB

==

= 所以

3211 AAAB =

3213214

3214

           

        )4(

AAAAAAB

AAAB

==

=

所以

由于

(1)

（1）B1 “只有第一次击中飞机”；（2）B2  “恰有一次击中飞机”

（3）B3  “至少有一次击中飞机”

（4）三次击中飞机时，击落了飞机, B4: “飞机没有被击落”

主持人笔记
演示文稿备注
交集的补集，等于补集的并；
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频率与概率

 频率

1、将一试验 E 在相同的条件下重复进行 n 次, 如果事件A发
生了 nA 次, 则比值 nA/n 称为事件 A 发生的频率, 记为

fn(A).  

(1)         ≥nf A( ） 0；（非负性）

( )(2)     1;  （规范性）nf S =

(3)   ,  A B可加性：对互斥事件 ，有 

2、频率的基本性质：

主持人笔记
演示文稿备注
可加性： 掷骰子，出现1或者2的概率；出现点数1 和出现点数2， 是互斥事件，不可能同时发生
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1 2( , ,kA A A推广 有限可加性）：若  ，  ，  两两互不相容 则

1 2  ( )n kf A A A  1 2( ) ( ) ( )n n n kf A f A f A= + + +
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 频率的特性: 波动性和稳定性.

(1) 波动性：对于同样的试验次数, 不同的试验其频率不同；

对于同一试验，不同的试验次数 n，其频率也不同，当

n 较小时，fn(A) 随机波动的幅度较大；

(2) 稳定性：随着 n 逐渐增大，事件 A 的频率总在某一定

值P(A) 的附近摆动而逐渐稳定于这个值，这个定值 P(A) 
通常称为频率的稳定值。
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1 5  
  ( ) H nn H f H H

例 考虑“抛硬币”这个实验，我们将一枚硬币抛掷 次、50次、500次，

各做10遍。得到数据如表1所示（其中  表示 发生的频数， 表示

发生的频率）。

实验 n = 5 n= 50 n= 500
序号

1 2 0.4 22 0.44 251 0.502
2 3 0.6 25 0.50 249 0.498
3 1 0.2 21 0.42 256 0.512
4 5 1.0 25 0.50 253 0.506
5 1 0.2 24 0.48 251 0.502
6 2 0.4 21 0.42 246 0.492
7 4 0.8 18 0.36 244 0.488
8 2 0.4 24 0.48 258 0.516
9 3 0.6 27 0.54 262 0.524

10 3 0.6 31 0.62 247 0.494

Hn ( )nf H ( )nf H ( )nf HHn Hn
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 实验者 掷币次数 n 正面次数 n(A) 频率 fn(A) 

摩根 2048 1061 0.5181 

   蒲丰 4040 2048 0.5069 

   皮尔逊 12000 6019 0.5016 

   皮尔逊 24000 12012 0.5005 
 

投币试验


		 实验者

		掷币次数n

		正面次数n(A)

		频率fn(A)



		摩根

		2048

		1061

		0.5181



		   蒲丰

		4040

		2048

		0.5069



		   皮尔逊

		12000

		6019

		0.5016



		   皮尔逊

		24000

		12012

		0.5005
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2   (
 

n
n

例 考察英语中特定字母出现的频率，当观察字母的个数 试验的次数）

较小时，频率有较大幅度的随机波动。但当 增大时，频率呈现出稳定

性。下面就是一份英文字母频率的统计表（从大到小排序）：

字母 频率 字母 频率 字母 频率

E             0.1268               L                 0.0394                  P              0.0186

T             0.0978               D                0.0389                   B             0.0156

A             0.0788               U                0.0280                  V             0.0102

O             0.0776               C                0.0268                  K             0.0060 

I               0.0707               F                0.0256                  X             0.0016

N             0.0706               M               0.0244                  J              0.0010

S              0.0634               W               0.0214                 Q             0.0009

R             0.0594                Y               0.0202                  Z             0.0006

H             0.0573                G               0.0187

主持人笔记
演示文稿备注
你们印象中哪个字母的频率最高，哪个字母最低呢？
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( ) n

n
f A
大量实验证实，当重复试验的次数 逐渐增大时，频率

呈现出稳定性，逐渐稳定于某个常数。这种“频率

稳定性”即通常所说的统计规律性。

( ),   
 

nf A
A
我们让试验重复大量次数，计算频率 以它来表征事件

发生可能性的大小是合适的。

主持人笔记
演示文稿备注
这里的统计规律性，就是我们前面在介绍随机现象的时候提到过的
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概率

1、统计定义：

频率的稳定值 P(A) ，反映了事件 A 在一次试验中

发生的可能性大小，称 P(A) 为事件 A 的概率。

– 概率有很多种定义，比如，概率的古典定义、几何定义、

主观定义，较为常用的是统计定义和公理化定义。

主持人笔记
演示文稿备注
我们刚刚介绍完频率，事实上概率的统计定义就是通过频率来定义的；

我们在介绍概率起源的时候也提到过，当前关于概率的定义是经过长期研究后得到的，早期还有一些关于概率的定义，后来发现这些定义呢不具有一般性
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2、公理化定义：

设 S 为样本空间，A 为事件，对每一事件 A 赋予一实

数 P(A)，如果 P(A) 满足如下三条公理，则称 P(A) 为事件

A 的概率。

(1)    ( ) 0≥P A：非负性

(3)   ( 1, 2, ),  :iA i = 对两两互斥事件 有

11

: ( )i i
ii

P A P A
∞ ∞

==

 
= 

 
∑

可列可加性

(2)      ( ) 1;P S =规范性（正则性）：

主持人笔记
演示文稿备注
由前苏联数学家柯尔莫哥洛夫1933年提出



37

Operations Research – Introduction                                                                W. Xu @ NJU概率论 频率与概率

.   , (1 ) 1 ( ).A P A P A= −事性 一 件质 对任

概率的性质

:    ,  

1 ( ) ( ) ( )  ( ) 1 ( )

A A S AA

P A A P A P A P A P A

= =∅

= = + = −





证 因为 ，由概率的规范性及可加性

    得 ，即

 .2.   ( ) 0P ∅ =性质

( ) 1 ( ) 1 1 0P P S∅ = − = − =证：
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11

:

           

3

      ( )

.  
n n

i i
ii

i

P A

A

P A
==

 
= 

 
∑

有限可 （  互不相容性质 加性 ）

1 2

1 1

 ,   ,

        ( ) ( )

n n i j

n

i i
i i

A A A A

P A P A

+ +

∞

= =

= = =∅ =∅

= =



 

证：令 则有

    由可列可加性可得：

1 1
( ) ( )

n

i i
i i n

P A P A
∞

= = +

+∑ ∑
1

( )
n

i
i

P A
=

=∑

11

: ( )i i
ii

P A P A
∞ ∞

==

 
= 

 
∑

可列可加性
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  ,  
        

5.
     ( ) ( ) ( );

 A B
P B A P B P A

⊂
− = −

性质 若 则有：

).()( APBP ≥

, .4. ( ) 1A P A ≤事性 对任一 件质

1)(1)(         

,0)(

≤−=

≥

APAP

AP

所以

证：由于
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，证： BA⊂

( )A B A− =∅且 ，

，有 )( ABAB −= 

∴ P(B)=P(A)+P(B-A),

即 P(B-A)=P(B)-P(A).

B
A

B-A
( ) 0,  ( ) ( ).P B A P B P A− ≥ ≥由 可得：
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 ,  
                         ( ) ( ) ( ) ( .
6 )

)
( A B

P A B P A P B P AB= + −

对任意性质 加法公式 事件： 两 有

），（证： ABBABA −= 

B A A∪B
B-AB

        A B AB− =∅且 （ ） ，

)()()(    ABBPAPBAP −+=∴ 

).()()(            ABPBPAP −+= )( ABB ⊃

主持人笔记
演示文稿备注
最后一步，是由性质5得到的
由此可以看出，事件的运算非常重要！
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)( CBAP 

).()()()(
)()()(

ABCPBCPACPABP
CPBPAP
+−−−

++=

)( 21 nAAAP 

1 1 1

1
1 2

( ) ( ) ( )

( 1) ( ).

n

i i j i j k
i i j n i j k n

n
n

P A P A A P A A A

P A A A
= ≤ < ≤ ≤ < < ≤

−

= − + +

+ −

∑ ∑ ∑ 



这个式子称为“加奇减偶公式”.

1.

2.
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例1：设 A, B 为两个事件, 且 P(A)=0.5, P(B)=0.3, P(AB)=0.2,
求下列各事件的概率. 

(1) ;    (2) ;    (3) ;    (4) .AB AB AB A B

(2)

4.0=
)]()()([1 -+-= ABPBPAP

.8.02.01)(1)()1( =-=-= ABPABP解：

)(= BAP )(1-= BAP

主持人笔记
演示文稿备注
性质1，   德摩根率+性质1，   用已知概率事件构建事件3   性质6

前面推导过的概率的性质



44

Operations Research – Introduction                                                                W. Xu @ NJU概率论 频率与概率

例1：设 A, B 为两个事件, 且 P(A)=0.5, P(B)=0.3, P(AB)=0.2,
求下列各事件的概率. 

(1) ;    (2) ;    (3) ;    (4) .AB AB AB A B

( ) ( ) ( ) ( )P B P AB AB P AB P AB= = +

解：

( ) ( ) ( ) ( ) 0.7.P A B P A P B P AB= + − =

(3)

( ) ( ) ( ) 0.1.P AB P B P AB= − =

(4)

主持人笔记
演示文稿备注
性质1，   德摩根率+性质1，   用已知概率事件构建事件3   性质6

前面推导过的概率的性质
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古典概型

若随机试验有以下两个特点，这类随机现象的概率模型

叫做古典概型：

例如: 掷一颗骰子,观察出现的点数.

(1) 样本空间中只有有限个样本点，即 S ={e1, e2,…, en}

(2) 试验中每个基本事件 (样本点) 的发生是等可能的, 即
P(e1)=P(e2)= … =P(en).

主持人笔记
演示文稿备注
接下来，我们关注一类简单的随机现象；你们高中的时候都学过排列组合对不对？那么排列组合就属于古典概型；
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)()()()()(1 21 in enPePePePSP =+++== 

故有： ),,2,1(/1)( nineP i ==

1 2
{ , , , },

ki i iA e e e= 若 则有

样本点总数

的有利场合数

样本点总数

包含的样本点数 AA
n
kAP ===)(

称 A 中的样本点为 A  的“有利场合”，于是：

1 2
( ) ( ) ( ) ( ) /

ki i iP A P e P e P e k n= + + + =

计算公式: 对古典概型,由概率定义及等可能性,可得：
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加法原理:
完成一件工作, 有 m 类方法, 而第1类方法有n1 种方法, 第2类

方法有 n2 种方法,…,第 m 类方法有 nm 种方 法, 任选一种此工作

就完成, 那么完成这项工作共有 N=n1+n2+…+nm 种不同的方法.

乘法原理:
完成一件工作, 需要 m 个步骤, 而第 1 步有 n1 种方法, 第 2 

步有 n2 种方法, …, 第 m 步有 nm 种方法, 依次完成这 m 步时这

项工作才完成, 那么完成这项工作共有 N=n1×n2 × … × nm 种不同

的方法.

主持人笔记
演示文稿备注
9月6日
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例1.  一部5卷的文集随便放在书架上，问：

(1)  A： 第三卷刚好放在中间；

(2)  B：各卷书自左或自右顺序摆放的概率是多少？

解：5 卷书所有的排列方法数为

(1)  A 所包含的样本点数为 所以

5
1

!5
!4)( ==AP

(2)  B所包含的样本点数为2，所以

60
1

!5
2)( ==BP

5
5 5!A =

4
41 4!A⋅ =

主持人笔记
演示文稿备注
这个例子，就是一个排列组合后求概率的例子；一部5卷的文集随便放在书架上，那么每种顺序发生的概率是相等的，因此是一种古典概型；




49

Operations Research – Introduction                                                                W. Xu @ NJU概率论 条件概率

古典概型概率的计算步骤:

(1) 选取适当的样本空间 S, 使它满足有限等可能的要求, 
且把事件 A 表示成 S 的某个子集.

(2) 计算样本点总数 n 及事件 A 包含的样本点数 k. 

(3) 用下列公式计算.

.  )(
nS

kAAP
中的样本点总数

中的样本点数
=
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例2.  袋中装有 4 只白球和 2 只红球. 从中有放回摸球两次, 
每次任取一球.  求:

(1) A: 两球颜色相同的概率；

(2) B: 两球中至少有一只白球的概率.
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例2.  袋中装有 4 只白球和 2 只红球. 从中有放回摸球两次, 
每次任取一球.  求: (1) A: 两球颜色相同的概率； (2) B: 
两球中至少有一只白球的概率.

P(A1)=(4×4)/(6 ×6) ≈ 0.444，P(A2)≈ 0.111,

所以：P(A)=P(A1∪A2)=P(A1)+P(A2) ≈ 0.556, 

解 ：定义事件: A1=“两球都是白球”,  A2=“两球都是红球”, 样
本空间: 取两次球, 共有6 ×6种取法.

由于A= A1∪A2, ,2AB =事件

A1包含 4 ×4 种取法， A2包含 2×2 种取法, 故：

P(B)=1-P(A2) ≈0.889
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例3.  设一袋中有编号为 1, 2, …, 9 的球共 9 只, 现从中任取3只, 试求:
(1) 取到1号球的概率,（事件A）

(2) 最小号码为5的概率.（事件B）

解: 从 9 个球中任取 3 只球, 共有 种取法.3
9C

.
3
1)( 3

9

2
8 ==

C
CAP

.14
1)( 3

9

2
4 ==

C
CBP

2
8C（1）取到1号球共有 种取法

2
4C（2）最小号码为5, 共有 种取法.
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例4.  将 n 只可识别的球随机地放入 N (N ≥ n) 个盒子中去，试

求每个盒子至多有一只球的概率；(设盒子的容量不限)

[ ( 1) ( 2) ( 1)]n
NA N N N N n= × − × − × × − +

    .
n
N
n

Ap
N

=则

解: 每一只球都可以放入 N 个盒子中的任一个, 共有 (N×N ×... ×N) 
种不同的放法；

每个盒子至多放一只球, 共有 种不同的放法，
n
NA
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生日问题：假定每个人的生日在一年 365 天的任一天都等可能, 
随机选取 n(<365) 个人, 至少有两人生日相同的概率为:

365 1 ,  
365

n

n

Ap = −

32, ( ) 0.75;
50, ( ) 0.97; 64, ( ) 0.997.

n P A
n P A n P A

= ≈
= ≈ = ≈

取

主持人笔记
演示文稿备注
我们在座的有五十多位同学，那么你们当中至少有两人生日相同的概率就在0.97到0.997之间，这个概率是很大的
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例5.  设有 N 件产品, 其中 D 件次品, 从中任取 n 件, 求其中恰有
k (k≤D) 件次品的概率.









k
D

D件次品中取k件, 所有可能取法共有 取法,









n
N

解: N 件中任取 n 件, 可以不考虑次序共有 取法,

, ( 0,1, 2, ,min{ , }).

D N D

k n k

N

n

p k D n

−

−

  
  
  = =

 
 
 


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:  15  :解 名新生平均分配到三个班 级中的分法总数为









5 

 15
 








5 

10
 








5
5

 
!5!5!5

!15
!5!5
!10

!5!10
!15

=⋅=

3 ( ) 3! , 将 名优秀生平均分到三个班级 每班一名 共 种分法

 
4
12

     















4
8









4
4

!4!4!4
!12

=

.2747.0
91
25

!5!5!5
!15

!4!4!4
!12!3   : ==×=


p于是

例6. 15名新生中有 3 名是优秀生, 将这15名新生随机地平均分

配到三个班级中去,  问每一个班级各分配到一名优秀生

的概率是多少? 

另外 12 名新生平均分到三个班级中共有
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 人们在长期的实践中总结得到“概率很小的事件在一次试验

中实际上几乎是不发生的”（称之为实际推断原理)。

 例7.  某接待站在某一周曾接待过12次来访，已知所有这12
次接待都是在周二和周四进行的，问是否可以推断接待时间

是有规定的？

 假设接待站的接待时间没有规定，而各来访者在一周的任一

天中去接待站是等可能的，那么，12次接待来访者都在周二、

周四的概率为212/712=0.0000003.

现在概率很小的事件在一次试验中竟然发生了，因此，有理由

怀疑假设的正确性，从而推断接待站不是每天都接待来访者，

即认为其接待时间是有规定的。

主持人笔记
演示文稿备注
进行 推断，我们可用用反证法；假设接待时间是没有规定的，来访者完全是随机的，我们来看看事件发生会是什么情况；

如果接待时间没有规定，来访是随机的，发生的概率是很小很小的，从上面的推断原理，基本上是不发生的，所以跟随机性的假设想矛盾，我们的假设不成立；也就是说接待时间是有规定的；
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回顾

 定义：随机试验、样本空间、随机事件；

 性质：事件运算分配率、摩根律；频率；

 概率：3条公理，6个性质；

 古典概型（离散的等可能概型）：性质、计算；

主持人笔记
演示文稿备注
有没有觉得概率跟日常生活有比较紧密的联系？
觉得概率的定义和一些运算法则，好不好理解？
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抽签与顺序无关？？

– 把球依次摸出，共有（a+b）! 种排列法；

– 第 k 次摸得黑球，有 a 种取法；其他（a+b-1）次摸球共有

(a+b-1)! 种排列法；

– 因此 P{第 k 次摸到黑球}=

– 结果与 k 无关；

( 1)!
( )!

a a b a
a b a b

× + −
=

+ +

 口袋中有 a 只黑球，b 只白球，现在把球随机地一只
只摸出来，求第 k 次摸出的是黑球的概率；

主持人笔记
演示文稿备注
抽签是人们主动利用随机性的一个例证，抽签的公平性，即结果虽然不同，机会却是均等的；我们可以通过上节课学习的古典概型进行证明；
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解 - 从 n 个球中选取 k 个球, 一共有
n
k
 
 
 

种选取方法； 

例2 一个坛子里共有n个球, 其中一个做了标记. 如果依次从中

随机取出k个球, 那么做了标记的球被取出来的概率有多大?

{ }

1 1
1 1

= =

n
k kP
n n
k

−  
  −  

 
 
 

做标记的球被取出

- 因此：

1 1
1 1

n
k
−  

  −  
- 与事件“做标记的球被取出”相关的选法共有 种

- 每一种选取方法都是等可能的；

主持人笔记
演示文稿备注
P29 第2章 2.5  5d




解 -	从n个球中选取k个球, 一共有种选取方法；
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也可以这样求解： 

- 设 k 个球是顺序地被取出的, 

- 用 Ai表示做标记的球在第 i 次被取出( i =1,…,k ).  

- 既然所有的球在第 i 次被抽取的概率是一样的, 

 那么 P(Ai)=1/n.  

- 而这些事件是彼此互不相容的, 

 因此, 

{ }( )
11

( ) ( )
k k

i i
ii

kP P A P A
n==

= = =∑

做标记的球被取出
 

 

主持人笔记
演示文稿备注
P29 第2章 2.5



也可以这样求解：

-	设k个球是顺序地被取出的,

-	用Ai表示做标记的球在第i次被取出( i =1,…,k ). 

-	既然所有的球在第i次被抽取的概率是一样的,

	那么P(Ai)=1/n. 

· 而这些事件是彼此互不相容的,

	因此,
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另外，P(Ai)=1/n 可以这样推导： 

- 考虑到抽球的过程是有顺序的, 

- 一共有 ( 1) ( 1) !/ ( )!n n n k n n k− − + = −… 种等可能试验结果, 

-  其中有 ( 1)( 2) ( 1)(1)( ) ( 1) ( 1)!/ ( )!n n n i n i n k n n k− − − + − − + = − −… …  

 种试验结果表示做标记的球被第 i 次取出, 

 因此 

( 1)! 1( ) .
!i

nP A
n n
−

= =

主持人笔记
演示文稿备注
P29 第2章 2.5



另外，P(Ai)=1/n可以这样推导：

-	考虑到抽球的过程是有顺序的,



-	一共有种等可能试验结果,



-		其中有

	种试验结果表示做标记的球被第i次取出,

	因此
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例 2  假设有 n+m个球, 其中 n个红的, m个蓝的, 将他们随机排

成一排, 即所有 (n+m)! 种排列都是等可能的. 如果只记

录连续排列的球的颜色, 证明各种可能的结果的概率是

一样的.  

主持人笔记
演示文稿备注
P30 第2章 2.5  5e


例2  假设有n+m个球, 其中n个红的, m个蓝的, 将他们随机排成一排, 即所有 (n+m)! 种排列都是等可能的. 如果只记录连续排列的球的颜色, 证明各种可能的结果的概率是一样的. 
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 这说明球的次序排列也是等可能的，并且每一种颜色次序出现

的概率为 n!m!/(n+m)!. 

解 - 将(n+m)个球的次序排列称为一组球的排列；

- 将(n+m)个球的颜色次序排列称为一组球的颜色次序排列；

- 球的排列共有 (n+m)! 种；

- 从而，一组球的颜色次序排列，对应于n!m!个球的排列；

- 在红球、蓝球各自之间作任何一个位置置换，置换的结果

并不影响球的颜色次序排列；

主持人笔记
演示文稿备注
P30 第2章 2.5




· 这说明球的次序排列也是等可能的，并且每一种颜色次序出现的概率为n!m!/(n+m)!.
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 例如, 假设有 

- 2 个红球, 记为 r1, r2, 
- 2 个蓝球, 记为 b1, b2, 
- 这样, 一共有 4! 种球的排列, 
- 对于每一种颜色次序排列, 对应于 2!2! 个球的排列.  

 例如, 下面 4 个球的排列对应于相同的颜色次序排列: 

r1, b1, r2, b2   r1, b2, r2, b1   r2, b1, r1, b2   r2, b2, r1, b1 
 

因此, 每一个颜色次序排列出现的概率都是 4/24=1/6. 

主持人笔记
演示文稿备注
P30 第2章 2.5



· 例如, 假设有

-	2个红球, 记为r1, r2,

-	2个蓝球, 记为b1, b2,

-	这样, 一共有4! 种球的排列,

-	对于每一种颜色次序排列, 对应于2!2! 个球的排列. 

· 例如, 下面4个球的排列对应于相同的颜色次序排列:

r1, b1, r2, b2   r1, b2, r2, b1   r2, b1, r1, b2   r2, b2, r1, b1



因此, 每一个颜色次序排列出现的概率都是4/24=1/6.
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例 3 一手牌有 5 张, 如果这 5 张牌是连续的, 但又不是同一 
花色, 那么称为顺子。 例如， “ 黑桃 5, 黑桃 6, 黑桃 7,  
黑桃 8， 红桃 9 ” 就是一个顺子。 那么一手牌是顺子的 
概率是多大?   

主持人笔记
演示文稿备注
P30 第2章 2.5
5f


例3	一手牌有5张, 如果这5张牌是连续的, 但又不是同一

花色, 那么称为顺子。 例如， “ 黑桃5, 黑桃6, 黑桃7, 

黑桃8， 红桃9 ” 就是一个顺子。 那么一手牌是顺子的

概率是多大?  
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解 - 假设所有
52
5

 
 
 种组合都是等可能的.  

- 先看由“A, 2, 3, 4, 5”这5张牌(花色不同)能组成多少个

顺子；

- 所以一共是45-4种顺子。

- 所以，一共有45种可能， 但是, 其中有4种可能是5张
牌同花色(这种情况称为同花顺)；

- 因为, “A”有4种可能的花色, 同样其他4张牌也分别

有4种可能的花色；

主持人笔记
演示文稿备注
P30 第2章 2.5





解 - 假设所有种组合都是等可能的. 
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解  

- 类似地, “10, J, Q, K, A”这种顺子也有 45-4 种, 因此一共

有 10×(45-4) 种顺子,； 

- 于是所求概率为：

510 (4 4) 0.0039
52
5

× −
≈

 
 
 

主持人笔记
演示文稿备注
P30 第2章 2.5



解 

· 

类似地, “10, J, Q, K, A”这种顺子也有45-4种, 因此一共有10(45-4) 种顺子,；
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例4 一个俱乐部里有36人会打网球,28人会打软式网球，18人
会打羽毛球； 22人会打网球和软式网球, 12人会打网球和

羽毛球，9人会打软式网球和羽毛球；4人三种球都会打。

至少会打一种球的有多少人?

解 - 记N为俱乐部总人数，设从俱乐部中随机地抽取一

人，又假设C为它的任一子集，

- 那么抽到一人刚好在C中的概率为：

( ) CP C
N

=
中的人数

主持人笔记
演示文稿备注
P33 第2章 2.5  5I
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设: T , S , B 分别表示会打网球、软式网球和羽毛球的人的集合,  
那么利用上述公式可知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

36 28 18 22 12 9 4 43=

P T S B P T P S P B P TS P TB
P SB P TSB

N N

∪ ∪ = + + − −
− +
+ + − − − +

=     

 因此, 至少会打一种球的人数为 43 人. 

主持人笔记
演示文稿备注
P33 第2章 2.5



设: T , S , B分别表示会打网球、软式网球和羽毛球的人的集合, 

那么利用上述公式可知



   

· 因此, 至少会打一种球的人数为43人.
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生活中的等可能概型

 某人午睡醒来，发现表停转，他打开收音机想听电台报时

；求他等待10分钟，听到整点报时的概率是多少？

 在 400ml 自来水中有一个大肠杆菌，随机取 2ml 水样放到

显微镜下观察，发现大肠杆菌的概率是多少？

 如果在 5 万平方公里的海域里有面积达 40 平方公里的大

陆架贮藏着石油，求随意选点钻探，钻到石油的概率是多

少？

主持人笔记
演示文稿备注
大家看看，这里的三个例子，也是等可能概型，跟上次课讲的古典概型有什么区别？
连续：线段长度、面积、体积；
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几何概型

 古典概型的计算，适用于具有等可能性的有限样本空间；

 为了克服有限的局限性，利用几何方法，可将古典概型的

计算加以推广；

主持人笔记
演示文稿备注
推广到连续、样本点无限的空间；
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 设试验 E 具有以下特点：

(1) 样本空间 S 是一个几何区域，这个区域的大小是可以度量

的（如长度、面积、体积等），并把对 S 的度量记作 m(S);

(2) 向区域 S 内任意投掷，投掷落点在区域内任一个点处都是

等可能的，或者设投掷落点在 S 中的区域 A 内的可能性与

A 的度量成正比，而与 A 的位置、状态及形态无关;
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 设事件A：掷点落在区域 A 内，那么事件 A 的概率可用

如下公式计算（几何概率公式）：

 可以验证，几何概率公式满足概率的公理化定义（非负

性、规范性、可列可加性），因此，它是概率;

( )( )
( )

m AP A
m S

=

主持人笔记
演示文稿备注
区域A的度量（测度），除以整个样本空间的度量；就比如我们刚才举的例子，度量可以是线段长度，可以是面积，也可以是体积
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 例1.（约会问题）甲乙两人相约在 0 到 T 这段时间内，在

预定的地点会面，他们到达的时间是等可能的，先到的

人等候另一个人，经过时间 t (0<t<T) 后离去, 求甲乙两

人能会面的概率.
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22 2

2

  0 0

( )= 1 1

x y x T y T

x y t

A T T t tp
S T T

≤ ≤ ≤ ≤

− ≤

− −  = = − − 
 

解：设 ， 分别表示甲、乙到达的时刻，则 , ,

两人到达的时刻与图中正方形的点是一一对应的，

能会面的充要条件是

由几何概率公式，所求概率为

的面积

的面积

 在约会问题中，一般总希望见到面的概率大一些，这
就要求等待时间长一些；

 而轮船、火车进站等场合却相反，希望不遇见的概率
大一些，这就要求等待时间短一些.

xTtO

t

T
y

A

S

主持人笔记
演示文稿备注
用x轴表示甲到达的时间，Y轴表示乙到达的时间，每个人在T以内到达的概率是等可能的，两人到达时间构成二维坐标，在S区域内等可能取值，因此可以用几何概型计算相关概率；
然而两人相遇的条件是到达时间差不大于t; 满足条件的区域是A，因此概率计算的公式就是

在实践中，我们可能还会遇到很多其他的现象，可以通过几何概型计算相关概率，这个就要依靠大家自己的能力，活学活用；
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条件概率

条件概率: 设试验 E 的样本空间为 S ,  A,  B 是事件, 要考

虑在 A 已经发生的条件下 B 发生的概率, 这就是条件概率,
记为 P(B|A).

– 例1. 将一枚硬币掷两次, 观察其出现正反面的情况.  设 A—“
至少有一次正面”,   B—“两次掷出同一面”求： A 发生的条

件下 B 发生的概率.

主持人笔记
演示文稿备注
大家先思考一个问题，考虑一个有两个孩子的家庭，假定婴儿出生性别男女比例是一样的，求（1）这个家庭有一男一女两个孩子的概率（2）已知该家庭至少有一个女孩子，问，有一男一女两个孩子的概率？
很明显，在我们多知道一个条件的情况下，我们所关心的时间发生的概率能进一步精确；因此我们有必要学习条件概率….
我们这门课大量的例子都是用投硬币表示，事实上这些例子是各种随机事件的缩影，用投硬币来讲解更方便表达；数学理论是死的，应用是活的；
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S ={HH, HT, TH, TT}

A={HH, HT, TH}, B={HH，TT}

于是 P(B|A)

.
)(
)(

4/3
4/1)|(

AP
ABPABP ==

,  ( ) 3/4, P A =又知 1/4,)( =ABP

分析：

– 已知事件 A 已发生，有了这一信息，知道“TT”不可能

发生，即知试验所有可能结果所成的集合就是A。

=1/3.



79

Operations Research – Introduction                                                                W. Xu @ NJU概率论 条件概率

在古典概型中:  样本空间 S 由 n 个
样本点组成, 若事件 A 包含 nA个样
本点，AB包含 nAB 个样本点，则

)(
)()|(

AP
ABP

n
n

n
n

n
nABP

A

AB

A

AB ===

直观含义: 求这个条件概率,  A发生是一大前提, 在这

个空间中求 B 发生的概率，因此 P(B|A)=P(AB)/P(A).

AB

AB

S

主持人笔记
演示文稿备注
0/1一起出来；值得注意的是，通常我们说A发生了，不代表A以外的都不发生，而是跟A中的样本一样有等可能的概率发生；
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1. 定义:    设A, B是两个事件, 且 P(A)>0,    称 为

在事件 A 发生的条件下事件 B 发生的条件概率.

)(
)()|(

AP
ABPABP =

2. 性质: 条件概率符合概率定义中的三条公理,即

1). , ( | ) 0.B P B A ≥：对于每一个事件 有 非负性

2).  ( | ) 1.P S A =：规范性

1 2

11

3). , , ,  

        ( | ) ( | ).i i
ii

B B

P B A P B A
∞ ∞

==

= ∑





：设 两两互不相容 则可列可加性

( | )P B A
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此外,  条件概率具有无条件概率类似性质. 例如：

0.)|( (1) =∅ AP

1 2(2)  , , , ,nB B B设 两两互不相容则

.)|()|( 
11
∑
==

=
n

i
i

n

i
i ABPABP



).|(1)|(   (3) ABPABP −=

).|(-                              
 )|( )|()|(    (4)

ABCP
ACPABPACBP +=

主持人笔记
演示文稿备注
大家想一想，如果把A变成全集，这个条件概率变成了什么？  所以我们可以说无条件概率可以看成条件概率
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特别地，当 A=S 时, P(B|S）=P(B)，条件概率化为无条件

概率，因此无条件概率可看成条件概率。

)(
)()|(

AP
ABPABP =

主持人笔记
演示文稿备注
大家想一想，如果把A变成全集，这个条件概率变成了什么？  所以我们可以说无条件概率可以看成条件概率
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例2. 根据长期气象纪录，甲乙两城市一年中雨天的比例分别

为 20% 和 18%,  同时下雨的比例为12%。求条件概率。

主持人笔记
演示文稿备注
也就是已知甲城市下雨，那么乙城市也在下雨的概率； 这个，如果家离南京比较近的同学应该有感受，比如说我是湖北人，气候跟江苏比较像；通常如果南京下雨，我家也会下，南京高温，老家也会高温；我每次打电话给父母，问起天气，总会说跟你们差不多；
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解：以 A, B 分别表示甲乙两城市出现雨天。

则 P(A)=0.2,  P(B)=0.18,  P(AB)=0.12, 于是

3
2

18.0
12.0

)(
)()|( ===

BP
ABPBAP

( ) 0.12( | ) 0.6
( ) 0.2

P ABP B A
P A

= = =

例2. 根据长期气象纪录，甲乙两城市一年中雨天的比例分别

为 20% 和 18%,  同时下雨的比例为12%。求条件概率。
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3 ( ) ,
5

P A =:解
2( | )
4

P B A =

.
10
3

4
2

5
3)|()()(  =×== ABPAPABP则

例3. 袋中有某产品 5 件，其中一等品 3 件，二等品 2 件，不放回

从中连续抽两件，A 表示第一次抽到一等品，B 表示第二次

抽到一等品，求P(AB).

(二)  乘法定理:

,  ( ) 0, ( ) ( ) ( | ).P A P AB P A P B A> =由条件概率定义 立即可得 则有

主持人笔记
演示文稿备注
下面我们来看一下乘法定理的应用；
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推广:  P(AB)>0,  则有 P(ABC) = P(A)P(B|A)P(C|AB).   

一般,  设 A1, A2, …, An 是 n 个事件(n≥2), P(A1A2 ...An-1)>0, 
则有乘法公式:

P(A1A2…An)=P(A1)P(A2|A1)…P(An-1|A1A2…An-2)
P(An|A1A2…An-1).

主持人笔记
演示文稿备注
从两个事件的乘法定理，推广到三个事件；
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例4.  设盒中有 a (a>2) 个黑球，b 个白球，连续从盒中取球 3 次，

每次取一球，取后不放回，求第 1, 3 次取到黑球第 2 次取到

白球的概率。
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例4.  设盒中有 a (a>2) 个黑球，b 个白球，连续从盒中取球 3 次，

每次取一球，取后不放回，求第1,3次取到黑球第 2 次取到白

球的概率。

解: 以Ai 表示事件“第 i 次取到黑球”(i=1, 2, 3),

类似地个白球，则得和

个黑球发生，盒中剩下若显然

,
)1(

)|(

1,)(

12

11

ba
bAAPb

aA
ba

aAP

+−
=

−
+

=

于是所求概率为,
)1()1(

1)|( 213 −+−
−

=
ba

aAAAP

2
1

1
)( 321 −+

−
⋅

−+
⋅

+
=

ba
a

ba
b

ba
aAAAP

主持人笔记
演示文稿备注
乘法公式，用事件运算表示我们关注的复杂事件（复合事件）
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例5. 透镜第一次落下打破的概率为 0.5, 若第一次落下未打破,  第
二次落下打破的概率为获0.7, 若前两次落下未打破, 第三次落下打

破的概率为 0.9, 试求透镜落下三次而未打破的概率. 

    
 

    
  

:   ,  1, 2, 3.
         ,

iA i i
B 

=解 第 次落下打破

三次落下未打破

)()( 321 AAAPBP =

)|()|()( 123121 AAAPAAPAP=

0.015 
0.9)  0.7)(1  0.5)(1(1 

=
−−−=
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全概率公式和贝叶斯公式

1 2:   , , ,  :nB B B定义 若 一组事件满足

1. 样本空间的划分

,..., 2, 1, ,  , ,  (i) njijiBB ji =≠∅=

1

(ii) ,
n

i
i

B S
=

=


1 2,  , ,  .nB B B S则称 为样本空间 的一个划分

S
B1

B2

B3...Bn

主持人笔记
演示文稿备注
上面这个例子，启发我们通过把复杂事件拆分成简单事件，求复杂事件之和，这也是全概率公式的精髓；
那么首先是要有一个拆分，在上面的例子中，我们拆分为打碎的是次品和打碎的是正品两种情况，这两种情况构成了整个样本空间，因为打碎的不是次品即正品；
那么有时候我们可能需要拆分成很多种情况，下面我们介绍一般性的拆分，也就是样本空间的划分；
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(1) 若B1, B2, …, Bn 是样本空间 S 的一个划分, 则每次试验中, 
事件B1, B2, …, Bn 中必有一个且仅有一个发生.

1 2 1 2

21

(2)  2 , ,  ,    , , 

. 

n B B S B B

B B

=

=

当 时  为 的一个划分 则 为对立事件

   即
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再利用乘法定理即得

)(AP ∑
=

=
n

i
i ABP

1
)(

.)|()(
1
∑
=

=
n

i
ii BAPBP

).( )()( ji ABAB ji ≠∅=并且

,)()(
1
∑
=

=
n

i
i ABPAP由概率的有限可加性, 得

( )1 1
,n n

i ii i
A AS A B AB

= =
= = =

 

由于分析：

A

B1 B2

B3

Bn

S ...

主持人笔记
演示文稿备注
接下来我们要分析一个复杂事件A发生的概率，A的概率无法直接获得； 
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全概率公式:

1 2, ,   , ( ) 0,( 1, 2, , ), 
 , 

n iB B B S P B i n
E A

> = 设 为 的一个划分

对 的任一事件 有

)(AP .)|()(
1
∑
=

=
n

i
ii BAPBP

称上式为全概率公式.

主持人笔记
演示文稿备注
我们可以通过全概率公式，计算A的概率；
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复杂事件分解为简单事件

 送检的两批灯管，每批十支，在运输中各打碎一支，第一

批中有1支次品，第二批中有2支次品。现从两批剩下的灯

管中各取一支，抽得次品的概率分别是多少？

– 令A表示从第一批抽得次品，B表示从第二批抽得次品；

– C表示第一批打碎的是次品；D表示第二批打碎的是次品；

– P(A)=                                 ;  (分第一批打碎的是次品和正品两种

情况)  

– P(B)=                                     ; （同上）

1 9 1 10+
10 10 9 10

× × =

2 1 8 2 1
10 9 10 9 5

× + × =

主持人笔记
演示文稿备注
概率论的重要研究课题之一，就是从已知的简单事件的概率，推算出未知的复杂事件的概率；为了达到这个目的，经常把一个复杂事件分解为若干个不相容的简单事件之和，再通过分别计算这些简单事件的概率，利用概率的可加性得到最终结果。
A发生的概率，分解为第一批打碎的是次品和正品两种情况下，A发生的概率之和；
B发生的概率，分解为第二批打碎的是次品和正品两种情况下，B发生的概率；比如第一式，打碎的是次品的概率乘以在打碎的是次品条件下，取到次品的概率 
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例6. 一批麦种中混有2%的二等种、1%的三等种、1%的四等

种。一、二、三、四等种的发芽率为98%、95%、90%、85%，

现取一粒种子，问它能发芽的概率是多少？

解: 设表示 Bi “取到一粒种子属 i 等种”(i =1, 2, …, 4)，显

然 Bi 构成 S 的一个划分；

设 A 表示“取到一粒种子能发芽”，则由全概率公式

4

1
( ) ( ) ( | )i i

i
P A P B P A B

=

=∑
0.96 0.98 0.02 0.95 0.01 0.90 0.01 0.85
0.9773

= × + × + × + ×
=
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例7.  甲箱中装有 3 只红球和 2 只白球, 乙箱中 2 只红球和 2
白球，从甲箱中取两只球放入乙箱中，再从乙箱中取1球，

求A: “从乙箱取得白球”的概率.
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例7.  甲箱中装有 3 只红球和 2 只白球, 乙箱中 2 只红球和 2
白球，从甲箱中取两只球放入乙箱中，再从乙箱中取1球, 求
A: “从乙箱取得白球”的概率.

解: 设Bi={从甲箱中取出 i 只白球}, i=0, 1, 2. 则 B0, B1, B2构

成样本空间的一个划分。有：

2 2
0 3 5

3( ) / ,       
10

P B C C= =

1 1 2
1 3 2 5

6( ) / ,        
10

P B C C C= ⋅ =

2 2
2 2 5

1( ) / ,      
10

P B C C= =

由全概率公式:
2

0
    ( ) ( ) ( | )i i

i
P A P B P A B

=

=∑

0
2 ( | )
6

P A B =

2
4    ( | )
6

P A B =

1
3 ( | )
6

P A B =

3 2 6 3 1 4 7
10 6 10 6 10 6 15

= × + × + × =
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0
2
4
/
1
0
/
2
6

9
8

. ..., 2, 1,,
)|()(

)|()()|(

 ,0)( 
,,...,,

1

21

ni
BAPBP

BAPBPABP

APA
SBBB

n

j
jj

ii
i

n

==

>

∑
=

则有是任一随机事件且

的一个划分是样本空间设

贝叶斯公式:

:  : 由条件概率公式证明 )|( ABP i ,
)(
)(

AP
ABP i=

由乘法公式: P(ABi) =P(A|Bi)P(Bi).

由全概率公式: P(A) .)()|(
1
∑
=

=
n

j
jj BPBAP

于是可得结论.
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贝叶斯公式的直观意义：

 若事件B1, B2, …, Bn 是引起事件 A 发生的 n 个原因，它们的

概率 P(Bi) (i=1, 2, …, n) 是在对 A 观察前就已知的，因此通

常叫做先验概率。

 如果在一次试验中，事件 A（结果）发生了，那么反过来：

A 的发生是由第 i个原因引起的概率 P(Bi|A) 是多少？这就是

贝叶斯公式解决的问题。通常称 P(Bi|A) (i=1, 2, …, n)为后验

概率。

 全概率公式是“由因导果”的一个过程，贝叶斯公式则是“

由果溯因”的一个推断公式。

1

( ) ( | )  ( | )
( ) ( | )

i i
i n

j j
j

P B P ABP B A
P B P AB

=

=
∑

主持人笔记
演示文稿备注
全概率公式是在已知事件Bi的概率的情况下，推导结果事件发生的概率，是由因导果；
贝叶斯公式是发现结果事件发生规律的情况下，判断引起该结果的原因的概率，因此是由果溯因
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1 1
1 4

1

( ) ( | )( | )
( ) ( | )j j

j

P B P A BP B A
P B P A B

=

= =

∑

解: 由贝叶斯公式可得

同理

0087.0)|(,0092.0)|(

,0194.0
9773.0

95.002.0)|(

43

2

==

=
×

=

ABPABP

ABP

例6.（续）若取一粒种子做发芽实验，结果发芽了，问它是一、
二、三、四等种的概率是多大？

0.96 0.98 0.9626
0.9773
×

=

例6. 一批麦种中混有2%的二等种、1%的三等种、1%的四等种。一、二、

三、四等种的发芽率为98%、95%、90%、85%，现取一粒种子，问它能

发芽的概率是多少？

Bi = “属 i 等种”(i=1, 2, …, 4)，显然 Bi 构成 S 的一个划分，A =“能发芽”
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例7. 某电子设备厂所用的晶体管由三家元件制造厂提供, 数据如下:

元件制造厂 次品率 提供的份额

1                     0.02                 0.15
2                     0.01                 0.80
3                     0.03                 0.05

(1)  任取一只晶体管, 求它是次品的概率.
(2)  任取一只, 若它是次品, 由三家工厂生产的概率分别是多少?

   
     ,A:解 取到的是一只次品

   
1 2 

3

     , 1,2,3. ( , ,

            )
iB i i B B

B S

=所取产品是由第 家工厂生产的

是样本空间 的一个划分
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3     ( ) 0.05,   P B = 由全概率公式

∑
=

=
3

1
)|()()(

i
ii BAPBPAP

0.0125.
0.030.05 0.010.800.020.15

=
×+×+×=

公式由Bayes (2)

)|( 1 ABP 1 1( ) ( | ) 0.02 0.15 0.24,
( ) 0.0125

P B P A B
P A

×
= = =

  0.64,)|( 2 =ABP 0.12.)|(  3 =ABP

1(1) , ( )P B由已知条件 0.15,= 0.80,)( 2 =BP
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例8. 对以往数据分析结果表明, 当机器调整得良好时, 产品的合格率为

90%, 而当机器发生某一故障时, 其合格率为30%, 每天早晨机器开动

时, 机器调整良好的概率为75%, 试求已知某日早上第一件产品是合格

品时, 机器调整得良好的概率是多少?

解: 设 A为事件“产品合格”, B 为事件“机器调整良好”,

由已知, P(A|B) =0.9, )|( BAP =0.3, P(B) =0.75,

)(BP =0.25, 所求的概率为P(B|A).

由Bayes公式：

P(B|A) = )()|()()|(
)()|(

BPBAPBPBAP
BPBAP

+
= (0.9×0.75)/(0.9 ×0.75+0.3 ×0.25)
= 0.9.
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例 9 - 一架飞机失踪了，推测它等可能地坠落在 3 个区域.  
- 令1 ( 1, 2,3)i iβ− = 表示飞机事实上坠落在第 i 个区域, 被发 
现的概率. 

- ( iβ 称为忽略概率, 因为它表示忽略飞机的概率, 通常由该 
区域的地理和环境条件决定).  

- 已知对区域 1 的搜索没有发现飞机, 求在此条件下, 飞机 
坠落在第 i (i =1 , 2 , 3)区域的条件概率. 

1
1 11 1

1 3
1

1
1

1
( ) ( )( ) 3( ) 1 1 1( ) 21 1( ) ( )

3 3 3i i
i

P E R P RP ERP R E
P E P E R P R

β β
ββ

=

×
= = = =

+× + × + ×∑

解 - 令Ri (i=1,2,3) 表示“飞机坠落在第i个区域”这一事件,

-令E表示“对第1个区域的搜索没有发现飞机”这一事件,
-利用贝叶斯公式得

主持人笔记
演示文稿备注
P59 第3章 3.3  3k


例9	-		一架飞机失踪了，推测它等可能地坠落在3个区域. 

· 

令表示飞机事实上坠落在第i个区域, 被发

现的概率.

· 

(称为忽略概率, 因为它表示忽略飞机的概率, 通常由该

区域的地理和环境条件决定). 

· 已知对区域1的搜索没有发现飞机, 求在此条件下, 飞机

坠落在第i (i =1 , 2 , 3)区域的条件概率.
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对于 j=2 , 3, 有 

1
1

11( ) ( ) 13( ) , 2,31 1 1( ) 2
3 3 3

j j
j

P E R P R
P R E j

P E ββ

×
= = = =

+× + +    

 
注意 当搜索了第 1 个区域没有发现飞机时, 飞机坠落在第 j ( 1)j ≠  

个区域的更新(即条件)概率会增大, 而坠落在第 1 个区域的 
概率会减小. 
这是一个常识问题， 
 因为飞机坠落在第 1 个区域的条件概率是忽略概率 1β 的递增

函数.  
 当 1β 增加时, 增大了飞机坠落在第 1 个区域的条件概率. 
 类似的, ( )jP R E ( 1)j ≠ 是 1β 的递减函数.  
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对于j=2 , 3, 有



  







注意 当搜索了第1个区域没有发现飞机时, 飞机坠落在第

个区域的更新(即条件)概率会增大, 而坠落在第1个区域的

概率会减小.

这是一个常识问题，

· 

因为飞机坠落在第1个区域的条件概率是忽略概率的递增函数. 

· 

当增加时, 增大了飞机坠落在第1个区域的条件概率.

· 





类似的, 是的递减函数. 
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独立性

设 A, B 是试验 E 的两事件，当P(A) >0，可以定义 P(B|A)

.
)(
)()|(      

AP
ABPABP =

一般地,  P(B|A)≠P(B)，但当 A 的发生对 B 的发生没有影响

时, 有 P(B|A)=P(B)。

由乘法公式有 P(AB)=P(A)P(B|A)=P(A)P(B).
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例1. 设袋中有 a 只红球和 b 只白球 (b≠0), 今从袋中取两次球, 
每次各取一球, 分为放回和不放回两种情况.

记: A—“第一次取得的是红球”
B—“第二次取得的是红球”

1. 有放回时: ,)(
ba

aAP
+

= ,)(
ba

aBP
+

=

)|( ABP ),(BP
ba

a
=

+
=

所以 P(AB)=P(A)P(B|A)=P(A)P(B).

主持人笔记
演示文稿备注
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-1   ( | ) ( ),
-1

aP B A P B
a b

= ≠
+

得到

2. 不放回时:

,)(
ba

aAP
+

= ,
)1)((

)1()(
−++

−
=

baba
aaABP

,
)1)((

)(
−++

=
baba

baBAP

,)()()( 
ba

aBAPABPBP
+

=+=

).()()(   BPAPABP ≠从而

主持人笔记
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定义1:  设 A, B 是两事件, 如果满足等式 P(AB)=P(A)P(B)，则称

事件 A 与事件 B 是相互独立的事件，简称A, B 独立.

A AB B

S

必然事件 S 和不可能事件 与任何事件 A 都独立；∅
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定理：如果事件 A, B 相互独立，且P(B)>0, 则 P(A|B)=P(A),  反之亦然.

证：由条件概率及上式定义得：

).(
)(

)()(
)(
)()|( AP

BP
BPAP

BP
ABPBAP ===

A AB B

S
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, , ,  ,   .A B A B A B A B若 相互独立 则 与 与 与 也相互独立

1) -   AB A AB=: ( 证明

=∴ )( BAP )()( ABPAP −

)()()( BPAPAP −=

))(-)(1(    BPAP=

).()( BPAP=

  .A B故 与 相互独立

A

B

AB

S

定理:
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例2.  甲、乙两射手向同一目标各射击一次, 甲击中目标的概率

为0.9，乙击中目标的概率为 0.8，求在一次射击中目标被

击中的概率。
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例2.  甲、乙两射手向同一目标各射击一次, 甲击中目标的概率

为0.9，乙击中目标的概率为 0.8，求在一次射击中目标

被击中的概率。

解：记 A: “甲击中目标”，B:“乙击中目标”;
C: “目标被击中”，这里可认为事件 A, B 独立，则

)()()(        
)()(

ABPBPAP
BAPCP

−+=
∪=

98.08.09.08.09.0
)()()()(

=×−+=
−+= BPAPBPAP

主持人笔记
演示文稿备注
概率的加发公式；



114

Operations Research – Introduction                                                                W. Xu @ NJU概率论 独立性

定义2:  设A, B, C 是三个事件, 若满足:
P(AB)=P(A)P(B), P(AC)=P(A)P(C),
P(BC)=P(B)P(C), P(ABC)=P(A)P(B)P(C)

则称 A, B, C 为相互独立的事件.

定义3：对 n 个事件 A1, A2,…,An, 如果对所有可能的组合

1≤i<j<k<…≤n 成立着;
P(Ai Aj)=P(Ai)P(Aj)
P(Ai Aj Ak)=P(Ai)P(Aj)P(Ak)



P(A1A2…An)=P(A1)P(A2)…P(An),

则称这 n 个事件 A1, A2, …, An 相互独立.
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推论：

1. 如果 A1, A2, …, An 相互独立，那么其中任意 m 个事件也
相互独立.

2. 如果 A1, A2, …, An 相互独立，则将其中任意个事件换成
其逆事件后也相互独立.

3.  ( ) 0, ( ) 0, , ,  
.

P A P B A B A B> > 则 相互独立与 互不相容不能

  同时成立

:  ,  ( ) ( ) ( ) 0;
, ,  ,  ( ) 0, ! 

,  .

A B P AB P A P B
A B AB P AB

A B

= ≠

= ∅ =

证 由 独立知 

    若 互不相容 则有 从而 矛盾

    所以 独立与不相容不能同时成立
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注意：

1.  定义2中前面三个式子表明 A, B, C三事件两两独立, 并不能说 A, 
B, C 三事件相互独立.

定义4： 设 A1, A2, …, An 是 n 个事件，如果对任意的1≤i<j ≤ 
n 有 P(Ai Aj)=P(Ai)P(Aj),  则称这 n 个事件两两独立.

2.  若 n 个事件相互独立，必蕴含这 n 个事件两两相互独立, 反之

不真。
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例3 一均匀正四面体,第一、二、三面分别
染成红白黑三色,第四面染上红白黑三色.现
以分别A,B,C记投掷一次四面体出现红白黑
颜色的事件,则由于四面体中有两面有红色,

同理 P(B)=P(C)=1/2,容易算出
P(AB)=P(BC)=P(AC)=1/4

所以A,B,C两两独立,但是
P(ABC)=1/4≠1/8=P(A)P(B)P(C)

因此 P(A)=1/2



118

Operations Research – Introduction                                                                W. Xu @ NJU概率论 独立性

例4.  假若每个人血清中有肝炎病毒的概率为0.4%, 混合100
个人的血清，求此血清中含有肝炎病毒的概率.

解 以 Ai ( i=1,2,…100)记“第i个人的血清含有肝炎病毒”,
显然Ai相互独立的. 所求概率为

33.0996.01)()(1

)(1)(
100

1001

100211001

≈−=−=

−=∪∪

APAP

AAAPAAP





虽然每个人有病毒的概率很小,但是混合后则有很大概率.
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例5. 设有8个元件, 每个元件的可靠性均为 p (元件能正常工作
的概率), 按如下两种方式组成系统, 试比较两个系统的可靠性.

A1

B1

A2

B2 B3 B4

A3 A4

系统二:先并联后串联

系统一:先串联后并联

A1

B1

A2

B2

A3

B3

A4

B4
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解:  用Ai, Bi, 表示如图中诸元件能正常工作的事件, i=1, 2, 3, 4. 
C1, C2表示系统一、二可靠的事件.

则 C1=(A1A2A3A4)∪(B1B2B3B4)

C2=(A1∪B1) (A2∪B2) (A3∪B3) (A4∪B4)

于是P(C1)=P(A1A2A3A4)+P(B1B2B3B4)-P(A1A2A3A4B1B2B3B4)

=p4+p4-p8=p4(2-p4),
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P(C2)=P(A1∪B1)P (A2∪B2) P(A3∪B3) P(A4∪B4)
=(p+p-p2 )4=p4(2-p)4,

当0<p<1时, 显然有 p4(2-p)4 >p4(2-p4), 所以 P(C2)>P(C1).

一般地 2n 个元件组成以上两个系统, P(C1)=pn(2-pn), 

P(C2)=pn(2-p)n,   所以有 P(C2)>P(C1).  (0<p<1)

于是P(C1)=P(A1A2A3A4)+P(B1B2B3B4) -P(A1A2A3A4B1B2B3B4)

=p4+p4-p8=p4(2-p4),
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独立试验（伯努利试验）

• 在实际中经常碰到这一类试验，每次试验的结果只有两种

，这种概型称为伯努利试验。例如，检验一件产品的质量

看其是合格品还是次品；射击一次的结果击中或未击中；

考试一次是否通过等等；

• 有些试验的结果虽然不只有两个，但有时人们在众多的结

果中只关心其中一个事件 ，而把其余情况都归结为

，这样又把此试验变成伯努利试验

AA
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• 将伯努利试验独立重复进行 n 次，称为 n 重伯努利试

验；

 (0 1) 
  (1 )

( 0,1,2,..., )

设在一次伯努利试验中，事件 发生的概率为 ，

则在 重伯努利试验中， 发生 次的概率为 ，k k n k
n

A p p
n A k C p p

k n

−

< <

−
=
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10
6 

例 一张试卷上有 道四选一的单项选择题，某同学投机取巧，

随意选答案，试问他至少答对 道题的概率有多大？

10
10

10
6

10 6 
1 1( ) ( ) (1 ) 0.01973
4 4

10 6

k k k

k
P B C −

=

= − =∑

解：这是 重伯努利试验，设事件B表示“至少答对 道题”，

则

由实际推断原理可知（小概率事件在一次试验中几乎不会发生）

能在 道题中答对 道题以上可能性极小
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思考题：

1.
, 2) ( )( )

A B
A B B A B A B A B A=    

对任意随机事件 、 ，试证明

1)（ ） =

1 1 1 1

2. ( 1, 2, , )

1 , 2)

i

n n n n

i i i i
i i i i

A i n

A A A A
= = = =

=

= =



   

设 均为随机事件，试证明：

）
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3.

+

n n设甲掷均匀硬币 +1次，乙掷 次，求甲掷出正

面的次数多于乙掷出正面的次数的概率。

（对称性 全概率公式）
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